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Vorwort des Herausgebers. 



Die nachfolgende Uebersetznng ist vorzllg;fi^frei8e durch 
die Aufforderung des Herrn Professor Grüner t im Archiv 
der Mathematik und Physik Th. XXXIX Heft 3 Litr. Ber. 
CLV. veranlaszt worden^ in welchem dieser ausgezeichnete 
Gelehrte folgen dermaszen urteilt: 

,,Sollten wir nun unser Urtheil in der Kürze noch im Ali- 
^^gemeinen aussprechen, so würden wir dasselbe in den Wor- 
,,ten zusammenfassen: dass wir das vorliegende schone Werk 
^^für ein vortreffliches^ sehr vollständiges^ in seiner Art jetzt 
^^einzig dastehendes Lehrbuch der rein geometrischen Theorie 
^^der ebenen Curven halten^ durch welches ein Jeder in den 
^^Stand gesetzt wird^ sich mit Leichtigkeit und grosser Be- 
^^friedigung eine vollständige Kenntniss des betreffenden 
^^Gegenstandes zu verschaffen. Der Herr Verfasser verdient 
,,für die Publication dieses Werkes jedenfalls den grössten 
,,Dank und wir würden eine sofortige Uebersetzung dessel- 
^^ben ins Deutsche für ein überaus verdienstliches Unter- 
^^nehmen und eine wahre Bereicherung unserer Literatur 
^^halten,^*' 

Eine Rücksprache darauf hin mit dem Verleger des Ar- 
chivs hatte das hier vorliegende Unternehmen zur Folge. 
Herr Professor Cremona erlaubte mit der gröszten Bereit- 
willigkeit die Uebersetzung des Werkes und hat einige Partien 
desselben für die deutsche Ausgabe einer nicht unwesentli- 
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chen Aenderung unterzogen. Diese Aenderungen betreffen 
die Curvenreihen vom index k. Der Erfinder der Haupsätze 
über diese Gebilde, Herr JE. de Jonquidres^ Commandant 
der Fregatte Le Bertoiet vor Vera Cruz, hatte nämlich in 
dem Giornale di Maiematiche ad uso degli studenti delle 
Universitä Italiane durch einen Brief an den Herrn Verfasser 
diese Sätze einer nicht unwichtigen Einschränkung unter- 
worfen, und es konnten eben deshalb diese Teile des Wer- 
kes in ihrer ursprünglichen Gestalt nicht bestehen bleiben. 
Eine Vergleichung mit dem Originale wird am ersten die 
Wichtigkeit derselben ^hervortreten laszen. Die am Schlusze 
beigegebenen Zusätze und weiteren Ausführungen sind ebenso 
die Frucht einer genauen Revision des Werkes durch den 
Verfaszer und einen befreundeten englischen Mathematiker 
Dr. Hirst, Durch die lange Verzögerung des Druckes ist 
es auch möglich geworden, im Haupttexte die neuesten Pu- 
biicationen des Herrn Professor Chaeles zu Paris und an- 
dere neuere Arbeiten benutzen zu können, und dadurch teil- 
weise Verbeszerungen anzubringen. 

Im üebrigen ist das vorliegende Werk eine treue Ueber- 
setzung des Originals mit einigen wenigen, der Consequenz 
wegen eingeführten und vom Autor gebilligten Aenderungen 
der Bezeichnung. Wo z. B. in dieser Uebersetzung die Schwa- 
hacher Schrift zur Anwendung gekommen, hat das Original 
grosze lateinische Buchstaben gewählt. Da aber in den übri- 
gen Partien diese Buchstabengattnng nur Linien, nie Puncte 
be2eichnete, so hielt ich mich zu dieser Vertauschung für 
ebenso berechtigt, als verpflichtet. Aus dem gleichen Grunde 
habe ich für die Coefficienten überall, wo sie im Originale 
nicht zur Anwendung gekommen, griechische kleine Buch- 
staben einzuführen mir erlaubt. 

Die Orthographie mag Manchem anstöszig sein. Ich 
hatte die Absicht, dieselbe in die gewöhnliche umzuändern, 
als mir von den beiden ersten Bogen die Aushängebogen 
zukamen, und ich also ohne grosze Opfer des Verlegers eine 
Aenderung in dieser Beziehung nicht mehr ausführen konnte. 
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Schliesziich sage ich noch dem Herrn Professor Grüner t^ 
der mir mit liebenswürdiger Bereitwilligkeit die Benutzung 
seines Dedicationsexemplars des Originals für die lieber- 
Setzung gestattete, sowie dem Herrn Stud. math. Thiel zu 
Greifswald, der Ton dem vierten Bogen an die ersten Cor- 
recturen besorgt hat, und der Yerlagshandlung für die Be- 
reitwilligkeit, mit der sie meine Wünsche in Betreff der 
Ausstattung genehmigte, hiermit meinen aufrichtigen Dank. 



Thorn im September 1864. 



Ber Uebersetier. 



Vorrede des Verfassers. 

„Feut donc qui voudra, dans Tetat 
actuel de la science, generaliser et cr^er 
cn g^om^trie : le g^nie n'est plus indispen- 
sable pour ajouter une pierre li T^difice." 

[^Chasles, Apergu kistorique, p. 269.] 

Der Wunsch^ durch rein geometrische Methoden die 
Beweise der so wichtigen Sätze zu linden, welche der be- 
rühmte Steiner in seiner kurzen Abhandlung ^^Allgemeine 
Eigenschaften der algebraischen Curven^^ {Cr eile ^ T. 47) 
ausgesprochen hat, liesz mich Untersuchungen ansteilen, Ton 
denen ich hier eine, wenn auch unvollständige Probe gebe. 
Aus einigen wenigen Eigenschaften eines Systems von Puncten 
in gerader Linie habe ich die Theorie der Polaren in Be- 
zug auf eine Curve von beliebiger Ordnung abgeleitet, eine 
Theorie, die sich mir so fast von selbst darbot und sich so 
reich an Folgerungen zeigte, dasz ich mich überzeugt hal- 
ten muszte, in ihr die in Wahrheit natürlichste Methode für 
die Untersuchung der ebenen Curven erhalten zu haben. 
Der einsichtsvolle Leser wird beurtheilen können, in wie weit 
ich mich auf das Wahre gestützt habe. 

Der Teil meiner Untersuchungen, den ich hiermit ver- 
öiTentliche, ist in drei Abschnitte geteilt. Der erste dersel- 
ben liefert an sich nicht viel Neues, aber ich glaubte, dasz 
es, auszer der Darlegung der Fundamentallehren, die Im 
Wesentlichen die Methode, deren ich mich im Folgenden 
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bediene, ausmacheD, dasz es da, sage ich, nicht ohne Nutzen 
sein würde, die wesentlichsten Eigenschaften in Bezug auf 
die Durchschnittspuncte und die Beschreibung der Curven 
zusammen zu steilen, damit der junge Leser Alles, was zum 
Verständnisz meiner Arbeit nötig ist, hier selbst vorfinde. 

Der Theorie der Polaren ist der zweite Abschnitt ge- 
widmet. In ihm entwickle und beweise ich mit einfachen, 
und gleichmäszigen geometrischen Methoden nicht allein die 
Sätze Steiners^ die er ohne Beweis ausgesprochen hat, son- 
dern auch eine bedeutende Zahl anderer, teils neuer, teils 
schon von den berühmten Geometem Flacker^ Cayley^ 
He 8 86^ Cleb8ch^ Salmon und Anderen mit Hilfe der al- 
gebraischen Analyse bewiesener Sätze. 

In dem letzten Abschnitt endlich wende ich die allge- 
meine Theorie auf die Curven dritter Ordnung an. 

Ausser den Werken der oben genannten Geometer habe 
ich noch die von ilfac/af^rm , Carnot^ Poncelet^ Cha8- 
le8^ Bohillier^ Möbiu8^ Jonguidre8^ Bi8eho f f u.A. 
benutzt, deren Studium ich das, was etwa an meiner Arbeit 
Gutes sein sollte, zuschreiben musz. Sehr würde es mich 
freuen, wenn dieselbe in Etwas dazu beitragen könnte in 
Italien die Liebe zu den Betrachtungen der rationellen Geo- 
metrie immer mehr zu verbreiten. 
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Die C^rnndprlnclplen. 



§.1. 

Bas anliarmoiilsclie «desr das Ht^ppelverhUtolflE. 

1. Doppel verhältnisz von vier Paocteo. Es seien "^ 

In gerader Linie vier Puncte a^ b, c, d gegeben. Die beiden 
Puncte a und ö bestimmen in Bezug auf den Pnnct c zwei Ab- 
schnitte; das Verhältnisz derselben ist ausgedrückt durch -v* 

In Bezug auf den Punet 4 entstehen ebenso zwei Abschnitte, 

od 
deren Verhältnisz in ähnlicher Weise durch -^ ausgedruckt 

wird. Den Quotient dieser beiden Verh^tnisze : 

oe^ad 
cb *db 

nennt man das anhqrmoniaeke*) oder JDoppelverhäitnisz der 
vier Puncte a, b, c, d und bezeichnet dasselbe durch das Sym- 
bol {abed)**). Durch Vertauschung d^r Reihenfolge^ in welcher 
die gegebenen Puncte betrachtet werden, entstehen vlerund^* 
zwanzig Doppelverhältnisze^ ebensoviel als die Perroutations* 
zahl von vier Elementen beträgt. Es ist aber: 



*) Chasles, Aper^ kistorique sur Vorigine et le d^doppement des me^ 
thodes en g€om€tr%e (pr^seat^ Ib rAcftdemie de Brnxelles «n janvier 1880). 
Brnxelles 1837, p. 34. — Deutsch yon Sohnke, Halle, Gbbanersche Bnch- 
handlung. 1839. 

• ♦♦) Möbius, der batycentrtsche Calcul, Leipzig, Barth. 1827. S. 244 
& — Witzschel, QrundUnien der neueren Geometrie^ Leipzig, Teuhner* 
1858. S. 21 ff. 
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ac ad öd bc ca cb db da 

____ • __^ _^ ___ • ____ ^^^ __^ ■ __ ,_„ ___ • ____ 

cb' db da' ca ad' bd bc' ac^ 
das heiszt: 

{abcd) = {bade) = {cdab) = {dceUf) , 

so dasz von diesen vierundzwanzig Doppelverhältniszen je vier 
einander gleich, und daher nur sechs unter ihnen vi'esentlich 
von einander verschieden sind. Dies sind die folgenden: 



{{abcd), {acdb), 
{abdc)f {acbd). 



{adbc), 

(1) \ 

^ ' ■ ' "^ ' '- {adcby 



Nun ist: 



(ac , ad\fad . ac\ . 
^'*äb)\djb' cb)'^^' 



oder in anderer Bezeichnung : 

{abcd){abdc) = 1, 

und dem analog: 

{aedb){acbd) = 1 , 
{adbe){adcb) z=zl, 

das heiszt, die Doppel verhältnisze (1) sind je zwei und zwel^ 
wie sie untereinander stehen, reciprok, in der Art, dasz, sobald 
wir die drei Verhältnisze 

{abcd), {acdb)} {adbc) 

a\a die. ßmndverhäi$nis%e betrachten, die drei übrigen ihre re- 
ciproJc^D Werte darstellen. 

Für jede vier Punete a, b, c, d in gerader Linie ist bekannt- 
lich die Gleichung 

dc.oil-f ca.bd+ ab. cd = 

erfüllt^ aus der durch Division mit be.aä 

ca ab a^ ^ --. 1 
bc' ad "^ bc' ad '^ ' 

das heiszt: 

{abed) + {ac^ = 1 
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entsteht. Ganz ebenso findet man: 

(acdö) + (adcb) = 1 , 
(adöc) + (abdc) =1 1 , 

so däsz immer je zwei der Doppelverhältnisze in (1) die EiU' 
heit zar Samme haben. Man- hat diese camplemeniäre Doppel 
rerhältnisze genannt. 

Das Vorhergehende setzt uns in den Stand, wenn eins der 
sechs Doppelverhältnisze in (1) gegeben ist, die übrigen fünf 

zu bestimmen. Setzen wir z. B. (abcd) =? A, so ist der reciproke 

1 

Wert (abäc) = -r> die Gomplemente dieser beiden liefern 

(aCM)= 1 — X, (€uibc)= — r—und die reciproken Werte dieser 
letzteren geben endlich (acdb)=:'T—i ""*^ (adcö)=ZY—j^ 

2. Doppelverhältnisz von vier Geraden. Verbindet 
man in Fig. I. die gegebenen Puncto a, ö, c, d mit einem belie- 
bigen fünften Puncte 0, der auszerhalb der Geraden od gelegen 
ist, so nennt man die vier Geraden, die durch o und bezüglich 
durch a, b, c, d gehen, ein Siraienbüschei, und bezeichnet das- 
selbe durch o(a, b, c, d). Nun hat man in den Dreiecken aO€ 
und cob: 

ac ,ao sin aoc 

cb' bo sin cob * 

und ähnjich mittelst der Dreiecke aod und dob: 

ad^ao sin aod- 

db' bo sin dob ' 

folglich : 

ac ad sin aoc sinao^ 

• ••« • i_ 

cb* db sin cob ' sin dob ' 

Bezeichnen wir die vier Straten des Büschels o(a, b, c, d) 
bezüglich durch A, B, C,D; durch AC, CB,AD,DB die von ihnen 
eingeschloszenen Winkel, so geht obige Gleichung über in: 

ae^ad siuiiC.siniil^ 

cbdb'^sSuCB' sin DB ' 
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was wir für das Folgende kurz auf symbolische Weise durch 

(abed) =s sin (ÄBCD) 
bezeicbnen wollen. 

Die rechte Seite dieser Gleichung nennt man das Doppel^ 
verhäUnU% der vier Geraden Ä, B, C,D und hat also den Sats: 

Lehrsatz I. Dae DoppeiverhäIitiis% von vier Stralen 
A,B,C,D, weiche eich in einem Punete o schneiden, ist 
gleich dem Doppelverhäitnie% der vier Punete a, ö, c, d, in 
denen dieee von einer beliebigen TYanevereale geschnit-' 
ten werden» 

Hieraus folgt noch, dasz Cur eine zweite Transversale, welche 
die vier Straten Ay B, C, D bezfiglich in af^ ö', c*, d' schneiBet, 
das Doppelverhältnlsz dieser vier Punete gleich dem der 'Vier 
Durchschnittspuncte der ersten Transversale a,b,c,d ist, und 
umgekehrt; zieht man durch die Punete a,b,c,d vier andere 
Stralen, Ä*, B% O, jy, die sich in o' schneiden, so ist das Dop- 
pelverhältnisz der vier Stralen A\ B', C, D' gleich dem der vier 
Stralen A, B, C, D. 

3. Gonstruction des vierten Punctes und vierten 
Strales. 

Lehrsatz II. Liegen die vier Punete a,b,c,d in einer 
Geraden, und die drei Punete afyb\c* in einer zweiten, so 
gibt es nur einen einzigen Punct d' in dieser zweiten 
Gereuten, für den 

{afb'&d')^(abcd) 
wird. 

Dies ist augenblicklich klar, sobald man beachtet, dasz der 
Abschnitt a'b' durch den Punct d* so geteilt werden musz, dasz 



d*b' "" \bd ' cb) ' c'b' 



ist. 

Lehrsatz III. Fallen daher die Punete a und a* sti- 
sammen (Fig. IL), so schneiden sich die Stralen bb',cc%dd' 
in demselben Punete o. 
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Umgekehrt gilt der 

Lehrsatz IV. Sind für %wei Straienbü9Chel Ä,B,CfD, 
und A\B'y Cy ly, deren Mttelpunete bezüglich o und o' seien, 
die beiden Doppelverhältnü%e 

8in (ABCD)= s\n(Ä' B'Cir), 

so Hegen, wenn die Scalen Ä und A' wusammenfallen, so 
das% also Ä und A* sowol dureh o als durch o* gehen, die 
drei Puncle B^B',C'C,D'D* in einer geraden Linie. 

Liegen a, b, c, d in einer Geraden; a^ b', c\ d* in einer zwei- 
ten (Fig. III.), und sind die Doppelverhältnisze (abcd) und (a'b'e'd*) 
einander gleich^ so haben nach Nr. 2 auch die beiden Stralen- 
buschel a{a',b',&,d') und a\a,b,c,d) gleiche Doppelverhältnisze. 
in diesen beiden Strahlenbüscheln fallen die entsprechenden 
Stralen aa' und n'a zusammen» und folglich liegen die Puncte 
{aib''a*b), (ae'^afc) nnd ■(ad'^a'd) in einer geraden Linie. Dies^ 
Eigensehaflt gibt ein einfaches Mittel an die Hand« den Punct d* 
zu constraieren, wenn a,b,c,d und a'^ö^c',]!^ gegeben sind. 

In ähnlicher Weise löst man das entsprechende Problem 
ffir zwei Stralenbfischel von je vier Stralen. 

4. Harmonische Puncte und Stralen. Ist das Dop- 
pelverhältnisz 

(a^crf) = — 1, 

so nennt man die vier Puncte a, b, c, d harmonische Puncle. 
Natürlich ist dann auch 

(bade) = (edab) = (dcba) = (abdc) 
= (bacd) = icdba) = {dcab) = - 1. 

Die Puncte a, b und c, d heissen conjugierle oder %ugeord' 
nele harmonische Puncle*), 

Liegt der Punct d im Unendlichen, so ist der Grenzwert 

ad 
des Verhältniszes ^ = — 1 ; dann folgt aber aus der Gleichung 



*} Der Fanct h ist dem Fancte a harmonisch conjugiert in Bezug auf c 
und d und umgekehrt. 
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{abcd)^=^—\ augenblicklich -t=:1, das heiszf^ eist der Hai- 
bierangspunct des Abscbnitfes €ib. 

Die Gleichung 

{abed) = — 1 , 
oder auch 

ac ad ^ 

zeigt, dasz, wenn einer der beiden Puncto c, d, z. B. c, zwischen 
a und b liegt , der zweite Punct d auszerhalb des endlichen 
Abschnittes ab föUt, dasz ferner^ wenn a und b zusamiuenfallen, 
auch e mit denselben zusammenfällt^ und dasz^ wenn a und c 
zusammenfallen^ auch d und a zusammenfallen. 

Die harmonische Gleichung individualisiert also den vierten 
Punct, sobald die drei übrigen gegeben sind , fallen diese aber 
zusammen, so ist die Lage des vierten Punctes unbestimmt. 

Dem entsprechend heiszen vier Stralen AfB, C,D, die sich 
in einem Puncte schneiden, harmonische Stralen, wenn 

sin(iißC») = 7-l 

<• 

ist, das heiszt, wenn sie von einer beliebigen Transversale in 
vier harmonischen Puncten geschnitten werden. 

5. Harmonische Eigenschaften des vollständigen 
Vier sei ts. Es sei (Fig. IV.) ein vollständiges Vierseit gege- 
ben, das heiszt, ein System von vier Geraden, die sich zu zwei 
und zwei in sechs Puncten a, b, c; a\ b% e*, schneiden. Die drei 
Diagonalen aa*, bb' ce' bilden ein Dreieck a^c. Bezeichnen wir 
durch X den zugeordneten harmonischen Punct von 1^ in Bezug 
auf c und e';.den zu c zugeordneten harmonischen Punct in 
Bezug auf b und b' durch y, so musz sowol der zu aa' in Be- 
zug auf acb' und ac'b zugeordnete harmonische Stral, als auch 
der zu a^a In Bezug auf a'bc und a*b*c* zugeordnete harmonische 
Stral durch x und y gehen. Diese beiden Puncte fallen daher 
mit a, dem gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der Diago- 
nalen, zusammen, und damit ist bewiesen, dasz jede Diago- 
nale durch die beiden andern harmonisch geteilt wird. 
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Hieraus ergibt sich eine einfache Regel zur Constraction 
eines der vier harmonischen Pancte (^,c,b,ö*, wenn die drei 
übrigen gegeben sind. 

Eine ähnliche Beziehung findet für das 90ii»$ändige Vier- 
eck (System von vier Puncten, die zu je zwei in sechs Geraden 
liegen) statt, und liefert das Mittel zur Construction eines har- 
monischen Stralenbüschels. 

\ 

6. Bedingung, dasz vier Puncto harmonische sind. 
Vier Puncto n^^ m^ m^, m« einer Geraden kennen, indem man 
sie alle auf einen fünften Punct o derselben Geraden bezieht, 
durch eine Gleichung des vierten Grades von der Form 

(2) a.öm* + iß.om^ + ^.öm^i-iö.öm + e = 

repräsentiert werden. Die vier Wurzeln derselben kann man 
nämlich als die vier Abschnitte 

OfHi, om29 om^, om^ 
auffaszen. 

Ist nun das Doppelverhältnisz {mitn^m^m/^) der negativen 
Einheit gleich, so ist: 

das heiszt, wenn wir ffir die Abschnitte 

tnim^y m^pi^i m^tn^i m^mi 

die Diflferenzen 

einfuhren und auf die bekannten Relationen zwischen den Coef* 
ficienten und den Wurzeln einer Gleichung Bezug nehmen: 

Dem entsprechend folgen aus den Gleichungen 
die Relationen: 
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Dareh MuitipKeatioD dieser drei Gleichungen erhaltea wir 
die notwendige^ aber auch hinreichende Bedingungsgleichnng da* 
für^ dasz eins der drei Systeme 

(Htim^m^m^), (mimtm^fli^f (^nitn^^jm^) 

•in harmonisches System von Puncten darstellt. Die Endglei- 
chung Ist för die Abschnitte OfHi, om^, om^, om^ symmetrisch, 
man kann sie also nur mittelst der Coefficienten der Gleichung 
(2) darstellen. Wir erhalten so: 

als Bedingung, dasz die durch Gleichung (2) gegebenen Puncte In 
beliebiger Ordnung genommen ein harmonisches System bilden*). 



§2. 
Projectivlselie Panetr^ilieii und fi^tralenbüscliel, 

7. Erklärung projectivisöber Gebili^^. Wir.bezeich* 
nen durch den Namen einer PunctrHhe eine li'ölge von Punc- 
ten, die in derselben Geraden gelegen sind, und durch Stra" 
ienbüschel eine Folge von Geraden, die, in derselben Ebene 
gelegen, durch denselben Punct gehen. Diesen Punct selbst 
nennen wir Mittelpunet oder Centrum des Stralenbüschels **). 
Punctreihe und Stralenbiischel faszen wir unter dem Namen 
Geometrisches Gebildß zusammen, und verstehen unter Element 
eines geometrischen Gebildes die einzelnen Puncte, .oder die 
einzelnen Stralen, aus denen eine Punctreihe oder ein Stralen- 
büschel zufifammengesetzt ist. 

Zwei geomettHsche Gebilde heiszen projectivisch, wenn 
zwischen ihren Elementen eine solche Relation besteht, das% 
Jedem Elemente des einen Gebildes ein einziges bestimmtes 
Element des andern Gebildes entspricht, und einem jeden Ele- 
ment dieses zweiten Gebildes ebenso nur ein bestimmtes Ele- 
ment des ersten Gebildes***). 



♦) Salmon, Lessons introductory to tke modern higher aJgebra, Dublin 

1859. p. 100. 

♦*) Bellavitts, Geometria descrittwa, Padova 1&51, p. 75, 
♦♦*) Chaslesy Principe de correspondttnce entre deux ohjets variables etc. 
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So bilden z. B., wenn ein Stralenbüschel durch eine belie» 
bige^ransversale geschnitten wird/^ie Durchschnittspancte eine 
projectivische Punctreihe des Straten biischels. 

Aus obiger Definition folgt offenbar: . 

Lehrsatz I. Zwei Gebilde, die beide in Benug auf ein 
drittes projeetiviech sind, sind auch unter sieh projeeH- 
viseh. 

8. Gleichheit der Doppetverhältnisze.^ Betrachten 
wir zuerst zwei gerade Punctreihen, Es seien y und/ zwei 
feste Puncto in jeder der beiden Geraden je einer, so -ist jeder 
Punct m der ersten Geraden durch den Abschnitt ^m, jeder 
Punct m* der zweiten Geraden durch den Abschnitt fmf voll- 
ständig besfinimt. Sind nun die beiden Punctretben projectivisch 
und m und m' einander entsprechende Puncte, so wird zwischen 
den Abschnitten Jm und fm* eine Relation bestehen, die in Ge- 
mäszheit unserer Definition projectivischer Gebilde die Form 

haben musz, wobei %fX,^,v constante Coefficienten bedeuten. 
Diese Gleichung läszt sich vereinfachen, wenn man die Anfangs- 
puncte J und f angemeszen bestimmt. Ist V^er Punct der ersten 
Punctreihe, deszen entsprechender Punct der zweiten^ Punct- 
reihe im Unendlichen liegt, so musz dem Abschnitte ym = 
der Abschnitt fm' = od entsprechen, es musz also /t = sein. 
Ist ebenso / der Punct der zweiten Punctreihe, dem der un- 
endlich entfernte Punct der ersten Punctreihe entspricht, so 
musz auch A gleich Null sein^ und die Gleichung (1) geht über in: 

(2) Ji»./m'=«, 

wo % eine Constante bezeichnet. 

Es seien a, ^, dd vier Puncte der ersten Punctreihe; af, b\ 
c', df die vier entsprechenden Puncte der zweiten, dann folgt 
aus Gleichung (2): 



(Comptes rendns de TAcad^mie de France, 24. d^cembre 1855). — Bat- 
taglini, Sulla dipendenza acambievole deüe ßgure (Memorie delle B. Acca- 
demia delle science, vol. 2. KapoU 1857} p*XXI u. p. 188). 
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und daher: 



.'^. ^ _ ^'i<^ 

1 

X 






c 
Füf c'^', a'd', 4'b* findet man entsprechende WertjB and 

hieraus : 

a'c' , €^ _£?.?!? 

das heiszt: 

{atb'&d') = (abed). 

Es sei zweitens ein Stralenbüschel und eine ihm projecti- 
Tische Pi^ncireihe. gegeben. Wir ziehen eine beliebige Trans- 
versale welche nach Nr. 7. das Stralenbüschel in einer projec- 
tivischen Punctreihe schneidet, die nach derselben Nummer der 
ersten Punctreihe ebenfalls proje^tivisch ist. Sind a, b, c, d 
vier Puncto der gegebenen Punctreihe; A, B, C, D die ihnen 
entsprechenden Stralen des Bfiscbels; a^, b\ c', d* die Puncte, 
in welchen die Transversale diese vier Stralen schneidet, so ist 
nach dem Vorhergehenden: 

(a*b'&d*) = {abed). 
Aber nach Nr. 2. ist auch : 

{cdb'dd') = sin {ABCD)y 
folglich : 

(ö*C£Q=sin(ii^öü). 

Seien endlich zwei projectivische Stralenbüschel gegeben. 
Wir schneiden sie durch zwei Transversalen (oder auch nur 
durch eine einzige). Es entstehen dadurch zwei Punctreihen, 
die bezuglich zu den Stralenbüscheln projectivisch sind und also 
auch projectivisch unter sich. Bezeichnen A, B, C, D vier Stra- 
len des ersten Buscheis, A\ B\ C, D' die vier entsprechenden 
Stralen des zweiten; a^ b, c, d und af b* ,c* dL bezüglich die 
Durchschnittspuncte dieser Stralen mit den beiden Transver- 
salen, so ist, weil beide Punctreihen projectivisch sind, 

{a'b*e'd') = {flJbed). 
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Nach Nr. 2 ist aber: 

(aöed) = sin (ÄBCD); 
also : 

sin {A'B*CD') = sin (ÄBCD). 

.Alles zusammengenommen ergibt den Satz: 

Lehrsatz IL Das Doppelverhältni9% aus vier beUeH- 
gen Elementen eines geometrischen Gebildes ist gleich 
dem Doppelverhältnis% aus den vier entsprechenden Ele^ 
menten eines ihm projeciivischen geometrischen Gebildes^ 

Um also zwei projeetivische Gebilde zU' entwerfen, reicht 
es hin, drei der Elemente und die drei entsprechenden nach 
Willkfir zu wählen, z. ß. die Punctpaare a, O*; b, b'"; c, c'. Jedes 
weitere Element des einen Gebildes, z.B. I9i, bestimmt darin 
das entsprechende Element des anderen Gebildes m* aus der 
Gleichheit der beiden Doppelverhältnisze (o^b'^m') =z(abcm), 

9* Projeetivische Punctreihenauf.einer Gera^^den. 
Legen wir zwei projeetivische Punctreifaen auf einander,. oder 
haben wir zwei projeetivische Punctreilyen auf derselben Gera- 
den, was wir z. B. durch Durchschneidung zweier projectivischer 
Stralenbvischei durch eine einzige Trapsversale bewirken kön- 
nen, so ist nach Gleichung (2) in Nr. 8 die Projectivität dieser 
Punctreihen ausgedrückt durch.: 

i)jm.fm[==:» 

Mittelst dieser Gleichung woHen. wir untersuchen, ob es 
einen Punet m gibt, der mit seinem entsprechenden Punct m' 
zusammenföllt. 

Dentk^n.wir un^ die .beiden Punctreihen durch, gl^eichzeitige 
Bewegung zweier entsprechender Pur^cte m und m^ entstanden, 
so werden. sich diese Puncte offenbar in deQis,eiben Sinn^^oder 
in entgegengesetztem , bewegen , je nachdem, die Constante h 
negativ oder positiv ist. 

Es sei zuerst x>0. Offenbar kann man in diesem Falle 
auf der Verlängerung des Abschnittes fjfeln^n Punct e bestim? 
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meiiy so dasz Jle.fe=ix ist. Nehmen ivir dann auf der Verläo- 
gerung von Jf' einen Punct / so an, dass seidie Entfernung von 
/ gleich der Entfernung des Punctes e vovrjjj ist, so ist auch 
^3C^'//= ^> u"^ ^s fallen daher die Punttid «und f, als Elemente 
der einen Punctreihe betrachtet , mit den ihnen entsprechenden 
Elementen der zweiten Punctreihe zusammen. 

Sei zweitens x c= — A^. In diesem Falle können die beiden 
Puncto m und m' nur zusammen fallen^ wenn sie zwischen vSind 
/ liegen. ^Es handelt sich also in diesem Falle nur darum, den 
Abschnitt^' in zwei andere Abschnitte zu teilen, so dasz ihr 
Piroduct gleich A* s^i. Ist nun* 2X<|f^ so sind « tind f, die 
Füszpuncte der Perpendikel auf jp*, welche durch den Halbkreis 
über ^'' als Durchmeazer na^Jff! begränzt gleiph l sind, zwei 
der Aufgabe entsprecb linde Puncte. Ist 2k=^p', so föilt nur 
der Ualbierung^panc^ von^^ipit seinem entsprechenden Puncte 
zusammen. Ist endlich 2A>^ so hat die Aufgabe keine ree/fe 
Auflösung, Hieraus folgt: 

Lehrsatz 10. Werden %iffei projectivische Puncireihen 
aufeinander gelegi, so haben sie immer %wei gemein- 
Schaft He he {reelle, imaginäre öder msammenfallende) 
Puncte, die gleichweit vom HalMerungspuncte des Ab* 
Schnittes Jf abstehen. 

Da die gemeinschaftlichen Punkte hSehstens zwei sein 
kl>iinen, so folgt aus dem Obigen noch, dasz, wenn zwei pro* 
jectivische Punctreihen aufeinandergelegt drei einander entspre- 
chende Puncte gemein haben, dieselben identisch sind. Wirk- 
lich fällt nach dem Früheren, wenn 

ißbcm) = (abem') 

ist, der Punct m mit m' zusammen. 

Sind e und f die zwei gemeinschaftlichen Puncte zweier 
projectivischet* aufeinander gelegter Punctreihen ; a und af, b 
und b' zwei beliebige einander entsprechende Punctpaare, so 
besteht die Gleichheit der Doppelverhäftnisze: 

(abßf) =z {afb'ef), 

und da dieses sieh auch auf folgende Weise schreiben läszt 
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{aa'ef) — {bb'ef) , 

80 folgt augea blicklich: 

Lehrsatz IV. Das DoppefperhäiiniM (aa*ef) ist con^ 
atant fUr jedes beliebige siiA entsprechende Punetpaar n,cf. 

• 
10. Goncentrische Stralenbüschel. Schneiden wir 
zwei projectivische concentriscbe Stralenbuschel durch, eine 
Transversale^ so entstehen auf derselben zwei projectivische 
Punctreihen. Die einander entsprechenden Puncto in und m* 
sind die Dnrchschnittspuncte der Transversale mit zwei sich 
entsprechenden Stralen M und M' der beiden Stralenbüschel. 
8ind nun e und*^ die g^nteinscbaftlichen Puncte der beiden 
Punctreihen, soknüszen, da die Puncto e und y der ersten 
Pnnctreifae init den entsprechenden Puncten e' und f der zwei- 
ten PunctreHie zusauHnenfallen, auch die Stralen E und P 
des ersten Stralenbäschels bezuglich mit den ihnen entspre- 
chenden Stralen des zweiten Stralen bSschels zusammenfallen. 
Daher der Satz: 

Lehrsatz V. Zwei concentrische proJeciiPische Stra- 
ienlkUsckel haben immer %wei {reelle, imaginäre oder 
%usamme$tfällende) gemeinschaftliche Stralen, sq 
das% Jeder von ihnen sich selbst entspricht. 



§.3. 

Tlteorle der liarmoiilflelien IHittelpanete« 

IL Erklärung der harmonischen Mittelpuncte. 
Es sielen aaf einer Geraden n Puncto Oi, a^, a^,'..,an und 
ein Pol o gegeben, man s^II'^inen Punct m auf derselben iBe- 
raden so bestimmen, dasz die Summe der Prodncte aus je ^ 
der n Verhältnisze 



moi ma% ma^ mon 

OOi* 0%* Oa^ ' "\* OOn 



gleich MuU sei. 
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so ist der Punct m mittelst der Gleichang 

bestimmt 9 die man, da identisch ma=s oa — om ist, auch auf 
folgende Weise 

(2) -s(';i- ^ J-'^ = 0, 

oder entwickelt: 

Lr J Vö«»/ "" Lr - 1 J \om/ VoaA 



schreiben kann. Das Symbol 1^1 bezeichnet die Zahl der 
Combinationen aas n Elementen znr r^ten Classe. 

Die Gleichung (3) gibt, da sie für om vom r-ten Grade ist, 
r verschiedene Lagen des Punctes m. Diese r Puncte 

nennt man harmonische Mittelpuncte*) vom r-ten Grade ßir das 
gegebene Punctsystem 

in Bezug auf als Pol. 

Ist r = l, so gibt es nur eioea soUben Punct« den schon 
Ponceiet unter dem Namen Qenirum der harmonUc^h^ ßH$' 
tel betrachtete**). 



«t. 



*) JonquihreSf Memoire sur la thiorie dies p6les et polaires etc. (Jour- 

■ * ■ 

nal de M. Liouville^ aout 1857, p. 266). 

•♦) Mimoire sur les cenires des moyennes harmoniques. {Grelle* s Jovimal 
T. S. Berlin. Beimer. 1828. S. 229). 
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Fiir 11 = 2 wird der Puoct m der zu o zugeordnete harmo- 
nische Punct in Bezug auf üi und a^ (m. s. Nr. 4.).^ 

12. Reeiprocität zwischen harmonischem Mittel* 
punct und Pol. Multipliciert man Gleichung (1) in Nr. 11. mit 
oai.oa^,...oanf und dividiert sie darauf durch mai.ma2*'*>fnan, 
80 geht sie, wie man sogleich übersieht^ über in: 



(4) 



^(il-,=«' 



woraus sich augenblicklich folgender Lehrsatz ergibt: 

Lehrsatz I. Isi m ein harmonischer IHttelpunct tfom 
Grade r für ein gegebenem Punctsystem belogen auf den 
Pol 0, so ist umgekehrt o ein harmonischer Mittelpunct 
vom Grade n-^r für dasselbe Punctsgstem, aber belogen 
auf den Pol m. 

13. Harmonische Mittelpuncte verschiedner Grade. 
Sind mi, »1«, iTts, ....»utr die r Puncte, welche der Gleichung 
(3) in Nr. 11. genfigen« und bezeichnet m den harmonischen 
Mittelpunct ersten Grades des Systems dieser r Puncte fiir o 
als Pol 9 so haben wir die der Gleichung (2) in Nr. 11. analoge 
Gleichung : 

\oiit om/i 
oder, wenn wir entwiciceln: 

om \om/i 
Aus Gleichung (3) in Nr. 11 folgt aber: 

\om/i n \oaJ\ 
und folglich Ist 

om "" \oaJi * 
so dasB die Gleichung 

Cremonüf Eh€n9 Cwrwn* 2 
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\om oa/i 



anzeigt, es sei m auch der harmonische Mittelpunct ersten Gra- 
des des gegebnen Punctsystems ai\ a^, a^f ...» an für o als Pol. 

Sei weiter nf ^iper der beiden harmonischen Mittelpuncte 
des zweiten Grades für o als Pol und das System m^^i»»»^» 
,,,.ffnry so ist die der Gleichung (2) in Nr. 11. analoge Glei- 
. chang: 

vom omj a 
Hieraus folgt: 

r 

aus Gleichung (3) Nr. 11. ist aber: 

\om/i n \oa/i 

\om/^ n(ii — 1) \oa/^' 
aod durch Substitution dieser Werte entsteht: 



das heiszt 



4L^l) =0. 

\ptn oa/^ 



Folglich ist m auch der harmonische Mittelpunct zweiten Grades 
des Punctsystems c^, 02» ^,....90» für als Pol. 

Bezeichnet man so wbitergehend durch m nach und nach 
einen harmonischen Mittelpunct des dritten, vierten, ..«.^Cr— 1)- 
ten Grades des Punctsystems mi,m^ffn^f.,..,mr für o als 
Pol, so erhält man Tölli|^ ai^loge Resultate und hat damit 
den Satz: 

Lehrsatz II. Wenn mi,m^m^, ...,,mr die harmoni' 
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sehen Mttelpunete rten Grades eines gegebenen. Punctsy^ 
Sterns Ol, 02,0^9 ..,.,a^^ßir o als Pol bedeuten, so sind 
die harmonischen Mttelpunete vom Grade s (^<r) des 
Systems mi,m^ym^f....,mrfUr den Pol o gleichzeitig die 
harmonischen Mittelpuncte des s-ten Grades des Ursprung- 
lichen^Systems für denselben Pol o. 

14. Harmonische Mittelpuncte für verschiedene 
Pole. Ist m ein harmonischer Mittelpunct des (ii~])*ten Gra- 
des in Bezug auf das gegebne System aj, a^^ a^, .•.., On für o 
als Pol, so gilt Gieichong (4) in Nr« 12.^ wenn man in-derseiben 
r = « — 1 setzt. Führen wir einen beliebigen Puncto der ge- 
gebenen Geraden mittelst der bekannten Identitäten : 

oa = oJ+ja, ma^Ja—jm 
ein, so haben wir: 

woraus nach gehuriger Entwicklung entsteht: 

jm»-Hn.oj-\^2{ja)i\ 
'~Jm''-*\(n—l)oj£Uah +2XC/«)tl 
(8) < +>;-»((«-2)oi^(»a + ^^Uah] } -»• 



+ (— !)«-»( »j£Ua)n-t + n£(Jä)n \ 



Sind Wi, 0ts, m|, ....,«»«— i die hftrnionisafaea Mittelpuncte 
des (A~I)-ten Grade« des gegefecnert. Syatems . für den Pol 
0, geoSgeo «ie also der Gleichung (6), so istt 

Bezeichnet nun nt einen der harmonischen Mittelpuncte vom 
(»— «2)-ten Grade für da« System mt^ m^^m^y » • ^ • , mn-^i und 
elften Pel i^^ der in der gegebenen Geraden liegt» so ist die 
der Gleichiitig (5) entsprechende Gleichung gegeben duroh: 
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+ (- 1)»-* { o'jS{jm)n^^ + (n - \)Z{jm)n-^x ] 

Setzt man hierin für 2^(Jm)r^en Wert aus der vorhergehenden 
Gleichung, so erhält man: 

+ (« - 2)(fi - 3) .im«-4Z(ya), 



+ (0J+0'J){ (»-1) Jm"-«-Safl)i — 2(«~2).ym— 32:(ya)a ) > =0. 

+ 3(n--3).im»-*2;0a)8 



Da diese Gleichung in Bezug auf und o' symmetrisch ist, 
so folgt hieraus: 

Lehrsatz lU. Sind mi,m^ym^, ..,.,i7tn-i die harmoni- 
schen Mttelpuncte vom Grade n-r^ des Systems ai,a^a^,..an 
fUr als Pol, und m\,m'^m*^j....ym'n-i die harmoni" 
sehen Mittelpuncte ebenfalls vom {n — \)-ten £lrade für 
dasselbe System ai, a^a^, . . . ., On, aber in Bezug auf einen 
andern Pol o*, so fallen die harmonischen Mittelpuncte 
vom Grade n ^2 des Systems mi,m^m^, ..,.,mf^für o* 
als Pol mit den hormonischen Mttelpuncten desselben 
Grades des Systems m\,m'^m%,,,.,, m'n-i für o als Pol 
zusammen. 

Durch successive Anwendung dieses Satzes gelangt man 
zur Ausdehnung desselben auf harmonische Mittelpuncte eines 
beliebigen Grades und zu dem Satze: 

Lehrsatz IV. Sind miym^m^j,..,^mr die harmoni- 
schen Mittelpuncte des r-ten Grades des gegebenen Punet^ 
Systems ai,a^,a^, — , o» in Bezug auf den Poi o; m\, 
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^'a 9 ^'b f '•"9 ^ V die harmonischen Mittelpunete vom 
Grade r' ßr dasselbe Punctsystem, oder für denPot o', 
so fallen die harmonischen Mittelpuncte vom Grade 
r i-r' — n des Systems »ii, m^, m^, -..., mr für den Pol & 
mit den harmonischen Mittelpuncten desselben Grades für 
das System m\,m'^f m\y , m*r und den Pol o zu- 
sammen. 

15. Specielle Fälle. 1. Sind m u^d m bezüglich die 
haroionischen Mittelpuncte des ersten Grades der zwei Systeme 

Oxf a^s Ä8> ••••> •»> 
a%f a^s • •••5 an 
in Bezag auf o als Pol« so ist 

om ""OflPi ^ oa2 oan' 

om ooa ö«8 ^* ö«n 

Fällt m mit ai zusammen, so entsteht durch Subtraction 
der beiden letzten Gleichungen: 

om = om, 

und hierin ist der Lehrsatz enthalten: 

Lehrsatz V. Ist ai der harmonische Mittelpunct des 

ersten Grades des Systems a^,a^y...., an, in Bezug auf 

den Pol 0, so ist ai auch der harmonische Mittelpunct 

des ersten Grades für das System ai, a^a^, »,.,, an und 

'^denselben Pol. 

16. Specielle Fälle. 2. Wir haben im Obigen still- 
schweigend vorausgesetzt« es seien die Puncto iif %» ^» •"*» ^n 
alle von einander verschieden. Nehmen wir jetzt ao^ es fielen 
die r Puncto 

in einen einzigen zusammen, es sei dies der Punct ^o» dann 
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folgt aus Gleichung (5) Nr. 14. augeDblicklicb, wenn wir ffir den 
willkürlicben Anfang i den Punet Oo setzen : 

2?(/ö)„ =0, 
2(tä)n^i = 0, 



2;(te)i,.r+l=0. 



Die Gleichung (5) Nr. 14. wird daher durch ao^'''^ teilbar, oder, 
was dasselbe ist, es fallen r — 1 harmonische Mittelpuncte vom 
Grade i» — 1 mit Oo zusammen , und zwar fiir jeden beliebigen 
Pol 0. Beachten wir den Satz in Nr. 13., so folgt noch, dasz 
r — 2 harmonische Mittelpuncte vom Grade n — 2, r — 3 har- 
monische Mittelpuncte vom Grade n — 3, ...., endlich ein har- 
monischer Mittelpunct vom Grade n — r-fl mit 6io zusammen- 
fallen. 

17. Specielle Fälle. 3. Gleichung (3) Nr. 11. mit dem 
Producte aus omr und ( — l)''.oai.oax....oan multipliciert liefert: 



,gv / +(n— r + l)aOW'-»2:(oa)„.-r+aJ _jj 

+ (-l)'-(n— r+l)r-r(oa)« 
Hierin bezeichnen die Symbole 

(n-r+l)i, (n— r+l)a, ...., (n— r+l)r 
wie gewöhnlich die Binomialcoefficienten. 
Nehmen wir nun an, der Pol o fiele mit 

Ony tfn— 1» On— 2 > • • • • 9 tf ft— «4-1 

in einen einzigen Punct zusammen, so folgt: 

2:(0ä)n =0, 

2;(oa)n-i = 0, 



2?(oa)n-.+i = 0; < 
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die Gleichung (6) wird dureh om^ teltbar« und der Pol o ist der 
Ort für s harmoDische Mittelpuncte eines beliebigen Grades. 
Die übrigen r^s harmonisoben Mittelpuncte vom Grade r er- 
geben sieb aus der Gleicbung 



omr-'2(oa)n^ 



+ (n— r + l)a . om'-»-»-r(oa)«lr+2 



I worin S{oa) nur die Puncto ^i,^, Og, ...., a«-« enthält. Die 

r — 8 übrigen Puncte m^ welche mit dem ^mnal genommenen 
Pol die harmonischen Mittelpuncte des r-ten Grades für das 
Punctsystem a^, Os» ^a» ...-f an und den Pol o bilden^ sind da- 
her die harmonischen Mittelpuncte des (r— «)-ten Grades für 
das Punctsystem ^i, 02» ^3, ....9 an-% und denselben Pol o. 

Offenbar ist die letzte Gleichung für « = r-f 1 identisch 
erfüllt, was auch m für ein Punct sein mag; fallen also r-f l 
* Puncte a und der Pol o in einen Punct zusammen, so werden 

die harmonischen Mittelpitucte vom Grade r unbestimmt« und 
man kann daher für sie beliebige Puncte der Geraden aia^a^».,an 
nehmen. 

18. Dnveränderlichkeit der Eigenschaften der har- 
monischen Mittelpuncte bei der Centralprojection. 
Liegt das System von n Puocten ai,a^a^, r.^o^n und ein 
Pol o in einer Geraden R (Fig. V.)> und ist auszerdem m ein 
barmoniscber Mittelpunct vom r-ten Grade» so bestaht «wischen 
den Abschnitten ma und oa die Relation (1) in Nr. 1). Ist nun 
c ein beliebiger Punct auszerhalb der Geraden B und die Gera- 
den cOy ca, cm gezogen; schneiden wir ferner diese Stralen 
durch eine zweite beliebige Transversale Bf und zwar bezüg- 
lich in 0', a', m\ so ist: 



ma m'a! sxncm'a' 

— — » ^^^^^^ „„^ ^^^^^^^^^^^^^ 

ca ' ca* sincma ' 



und dem entsprechend: 



24 Erstes Capitel. [§. 3. 



oa o'a! sin eo'a' 



ca ea! sin coa 
Aus beiden Gleichungen folgt: 



ma . tn'af sin cni!a^ swicma 



oa o'a' Bmco*af * smcoa' 

Die rechte Seite dieser Gleichung bleibt unverändert, wenn 
man für a und a' zwei andere sich entsprechende Puncte sub- 
stituiert^ und somit ist auch 



mai , ^0.2 


man 


oai ' öOa 


• • • _ 
oan 


_ m'a'i ^m'a\^ 


m'a*n 


o'a\ o*a\ ' • * 


' ' ' o'a'n 



Gleichung (1) Nr. 11. ist nun aber für die Grüszen — homogeui 
folglich ist auch 

0, 



/m'a'\ 

W/r 



und bierin ist der Satz ausgesprochen: 

Lehrsatz VI. Ist mein harmonischer Mittelpunct des 
r - ten Grades für ein gegebenes System von Puncten öj, 
a^ a^, ....jOn auf einer Geraden und in Bezug auf einen 
Punct derselben Geraden als Pol, und man proßciert 
alle diese Puncte mittelst eines beliebigen durch alle ge- 
legten Slralenbiischels auf eine beliebige Transversale, 
so ist der Punct m% die Projection von ?n, ein harmoni" 
schew Mittelpunct des r-ten Grades für das System von 
Puncten a\, «a» ^'zf — * «'«> den Projectionen der Puncte 
Ui, a^, a^,;,., an, und für den Pol o', der Projection von o. 

Dieser Satz setzt utos in den Stand, die oben für Punct- 
reihen auf einer Geraden gegebenen Erklärungen und Lehrsätze 
auf c^in durch denselben Punct gelegtes Stralenbüschel zu über- 
tragen. 

4 

19. Harmonische Axen. Es sei ein System von n 
Straten Äif A^» Ä^, *»'>,Äh und ein anderer Stral gegeben« die 
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alte in einer Ebene liegen und durch den festen Pnnct c geben. 
Eine beliebige Transversale R, die nicht durch c geht, schneide 
das gegebene System in den Puncten a|, 02, Os» ••••» On; den 
Stral in 0. Sind nun m|» ^712, m^t .,,,,mr die r harmonischen 
Mittelpuncte des r-ten Grades für das PuncUystem 01,0290^9 
...., Oft und den Pol 0, so heiszen die Straten Mi, M^, M^, .... ifr, 
die man durch c und bezüglich durch die Puncte m^, m^ym^y 
....yfiir legen kann, harmonische Äxen des rten Grades fSr 
das gegebene Stratensystem Äi, A^fA^, .»»., An und den Strat 0. 

Betrachten wir ausschliesztich solche Straten» die durch c 
gehen, so getten fotgende, den oben für Punctsysteme auf einer 
Geraden bewiesenen Theoremen entsprechende Sätze: 

Lehrsatz VII. Ist M eine harmonische Axe des r-ten 
Grades für das gegebene Stralensystem Ai, A^ A^^ ....^An 
in Bezug auf den Siral 0, so ist eine harmonische Axe 
des (n — ryten Grades für dasselbe Stralensystem in Be* 
%ug auf den Stral M. 

Lehrsatz VIII. Sind Mi, M^ M^, ,...,Mr die harmoni- 
schen Axen des r-ten Grades für ein gegebenes Stralen- 
system AifA^A^, ... ,An in Bezug auf den Stral 0, so 
sind die harmonischen Axen des s-ten Grades (^<r) des 
Stralensystem^ Mi, M^ M^,..,^,Mr in Bezug auf den Stral 
auch die harmonischen Axen desselben Grades für das 
erste Stralensystem in Bezug auf den nämlichen StreU 0. 

Lehrsatz IX. Sind Mi, M^^ M^, ...., Mr die harmoni- 
' sehen Axen r-ten Grades für das System von Streuen 
Au A^9 A^, . ...y An in Bezug auf den Stral 0; M*i, M*^, M*^, 
....9 M\^ ebenfalls die harmonischen Axen des i^-ten Gra- 
des für dasselbe Stralensystem 9 aber bezogen auf den 
Stral 0*9 so fallen die harmonischen Axen vom Grade 
r^r* — n des Systeme der Straten M^ M^f M^, ....,Mr be- 
zogen auf den Stral 0* mit den harmonischen Axen des 
nämlichen Grades für das Stralensystem. Mi, Jf «, W^, .,., M^f, 
aber bezogen auf den Stral 0, zusammen. 

Lehrsatz X. Fallen r Straten des Systems Ai,A4,A^, 
....,Ai in einen Stral zusammen, so ist für jeden beliebt' 
gen weiteren Stral der obige r- fache Stral der Ort für 
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r-^1 harmonische Äxen des (n—l)'ien Grades, für r— 2 
harmonische Axen des (n^2)'ien Gradesy ...., fUar eine 
harm4)nisehe Axe des {n—r-{^l)'ten Grades. 

9 

Lehrsatz XI. Fallen s Straten An, An-u An~j^, Afi^%, 
... .9 An^%\\ unter sich und mit dem Stral in einen Strai 
zusammen, so ist dieser der Ort füt s harmonische Aicen 
eines beliebigen Grades und die andern r — s harmoni- 
schen Axen des r-ten Grades sind die harmonischen Axen 
des (r-syten Grades fUr das System AiyA^A^f.., An-a 
belogen auf den Stral 0. 

20. Andere Auffaszung der harmonischen Axen. 
Wei^n die Transversale B! der Nr. 18. durch den Punkt geht, 
oder die Gerade B sieb um den Punct drehend gedacht wird, 
90 läszt sich der dort bewiesene Satii auch folgenderniaszen 
aussprechen: 

Lehrsatz XU. Gegeben sind n Straten Ai, A^, A^, 
...•j Ä^ß die durch den festen Punct c gehen. Fährt man 
durch einen %weiten festen Punct einen Stral R, der 
die n Straten in den Puncten Oifa^^a^^...*, a^ schneidet, 
so bestimmen die harmonischen Mittelpuncte r-ten Grades 
^ Systeme a^ a^» a^, ...., 0« ßir den Pol 0, wenn R sich 
um den Pol o dreht, r Straten, die sämmtlich durch c 
gehen. 

Ana dem letzten Satze in Nr. 19. folgt ebenso: 

Lehrsatz XIII. Fallen s Straten des gegebenen Sy- 
stems. An, iin-1, iii-2, . . . . , i4ii-»+i in einen einssigen Stral 
Aq sMisammen, so ist dieser Stral der Ort ßr s—(n^r) 
der Straten Mi, M^M^,...., Mr. Geht aber Aq noch durch 
den' Pol 0, so ist er der Ort ßr s der Straten Mi, M^, 
M^,..'',Mr und die noch übrigen r^s dieser Geraden, 
sind die geometrischen Orte der harmonischen Mittel- 
puncte des (r—syten Grades ßr als Pol der Puncte, 
in denen die sich drehende Graäe R die Straten Ai , A^ 
A^,....,An-^ schneidet. 
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§.4. 
Tbeorle der Involution. 

21. Involution von Punctgrappen. In einer Geraden 
ist ein fester Panct o and ein beweglicher Punct a gegeben; 
sind nun 

*o» *i> ^> . . • •, Xji ; 

»0» ^» «a» ••••» 'ifi 

constante Groszen, od aber eine Variable, und es besteht eine 
Gleichung von der Form: 

l »n.oa» + Xn-i.öa~~* + -.+»o i _ 

so entsprechen jedem Werte von a> n Werte von oa, das heiszt, 
für jeden Wert von od erhalten wir eine Gruppe von n Punc- 
ten a. Ist umgekehrt einer der Puncte a gegeben^ so folgt 
aus Gleichung (1), wenn man in dieselbe den gegebenen Wert 
von oa substituiert^ der Wert von od, und also mittelst dersel- 
ben Gleiehung die übrigen n«— 1 Werte von oa. Fdr jeden 
Wert von od stellt also die Gleichung (1) eine Gruppe von n 
Puncten vor, die so von einander abhängen ^ dasz durch Be- 
stimmung eines von ihnen alle bestimmt sind. Das System 
der unendlich vielen Gruppen von n Puncten, entsprechend den 
unendlich vielen Werten von od, nemit man eine ImoltUion des 
n-ten Grades*). 

Eine einfache Punctreihe >ann man nach Nr. 7. als eine In- 
volution des ersten Grades betrachten. 

Eine Involution ist durch zwei ihrer Gruppen bestimmt. 
Denn. stellen die beiden Gleichungen 

m 

^. 6a*+ A«-i. öo«-* + . . . . + Ao = 0- 



*) JonquiireSf Gin&raUsathn de kt th^arie de FinvohUion (AnniUt di 
Matematica, tomo 2^. Bonui 18^9, pag. 86). 
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die beiden gegebenen Gruppen dar, so ist jede andere Gruppe 
der Involution durch die Gleichung 

X« . Oö» + ««-1 . M«-i + ... + Xo+ G)(^i . oä«+Ai?-i . OÄ«-* + ... + Aq) = 
gegeben, io der co einen beliebigen Wert hat. 

22. Zweifache Puncte einer Involution. Fallen zwei 
beliebige Puncte a einer und derselben Gruppe In einen Punct 
zusammen, so heiszt derselbe ein ssweifacher Punci der InTO- 
lution« Wieviel zweifache Puncte enthält nun die Involution^ 
die durch Gleichung (I) dargestellt wird? 

Die Bedingungsgleichung, dasz diese Gleichung zwei gleiche 
Wurzeln hat, entsteht durch Gleichsetzung der JHscriminanie 
derselben mit Null. Diese Discriminante ist eine Function 
des 9(n — I)-ten Grades der Goefficienten der gegebenen Glei- 
chung. Setzen wir sie gleich Null, so ist sie in Bezug auf g> 
eine Gleichung vom Grade 2(n-~l), und es gibt also 2(n — 1) 
Gruppen, deren jede einen zweifachen Punct enthält. Hierin 
liegt der Satz: 

Lehrsatz 1. Eine Involution vom n^ten Qrade hat 
2(»— 1) zweifache Puncte, 

^23. Doppelverhältnisz von vier Gruppen. Es seien 
Ol, ä^, a^3 .... an die n Puncte einer bestimmten Gruppe. Der 
harmonische Mittelpunct m des ersten Grades ffir diese Punete 
bezogen auf einen Pol o, der beliebig auf der gegebenen Gera- 
den angenommen ist, bestimmt sich durch die Gleichung 



9m \oa/i 



om 
aus welcher, unter Beachtung der Gleichung (1) in Nr. 21., sich 

»0 + «ö^o 



om=: —n 



%i + aXi 



ergibt. Der Abschnitt, welcher durch zwei harmonische Mittel- 
puncte ersten Grades m und m' zweier verschiedener Gruppen 
begränzt wird, läszt sich also ausdrücken durch: 



I ! 
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mm = o»i — am = -7 — - — tw — 5 — rrT • 

Sind nun m|, ITI^» flis, 0I4 die harmonischen Mittelpuncte 
ersten Grades von vier Gruppen, weiche den Werten an (o^y 
cof ^4 entsprechen, in Bezug auf den Po! 0, so gilt die Glei- 
chung: 

(mimomoma) = "^"^ ' : *^ ^ > 

und da dieses Resultat dasselbe bleibt, wenn wir fOr einen 
anderen Punct annehmen, so folgf daraus : 

Lehrsatz 11. Das Doppelverhältnis% der vier harmo- 
nischen Miteipunete ersten Grades tan vier Qru^en ei- 
ner Invaiution ist unabhängig vom Pole a. 

Hieraus folgt weiter: 

Lehrsatz III. Die Reihe der harmonischen Mittelpuncte 
des ersten Grades aller Gruppen einer Invaiution in Be- 
zug auf einen Pol und eine %u>eite Reihe harmonischer 
Mittelpuncte des ersten Grades der nämlichen Gruppen, 
aber bezogen auf einen andern Pol o\ sind %wei projecti' 
vische Punctreihen. 

Unter Doppelverhältnis% von vier Gruppen einer Involu- 
tion verstehen wir im Nachfolgenden das Doppelverhältnisz 
ihrer harmonischen Mittelpuncte ersten Grades nach einem be- 
liebigen PoK 

Es sei m ein harmonischer Mittelpunct des r-ten Grades 
einer bestimmten Gruppe der Involution (1) in Nr. 21. in Bezug 
auf den Pol o, dann geht die Gleichung (6) in Nr. 17., unter 
Beachtung der soeben erwähnten Gleichung (1) in Nr. 21., über in : 

Om^(%r-{'fO,lr) 



(2) ; + (» — ^ + l)l • Ö W*(»^-l + ö • ^r-l) f _ Q 

+ 

+ (ll-r+l)r.(xo + a).ilo) 

und es bilden also die harmonischen Mittelpuncte des r-ten 
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Grades der verscbiedeneii Gruppen einer Involution des n-ien 
Grades ^ine neue Involution des r-ten Grades. Jedem Werte 
von 09 entspricht eine Gruppe der Involution des n-ten Grades 
und eine Gruppe der Involution des r-ten Grades^ also ent- 
sprechen sich je zwei Gruppen dieser beiden Involutionen. Da 
nun das Doppelverhältnisz von vier Gruppen einer Involution 
nur von den vier entsprechenden Werten von g> abhängt, so 
sind auch die Doppeiverhältnisze von je vier einander ent- 
sprechenden Gruppen beider Involutionen einander gleich. Dies 
läszt sich auch daraus folgern , dasz nach Nr. 13. je zwei ent- 
sprechenden Gruppen der beiden Involutionen für den nämlichen 
Pol o derselbe harmonische Mittelpunct ersten Grades zukommt. 

24. Projectivisehe Involutionen« Zwei Involutionen 
heiszen projecHvischf mögen sie anf einer Geraden x)der auf 
zwei verschiedenen liegen, sobald die harmonischen Mittelpuncte 
des ersten Grades der Gruppen der einen Involution für einen 
beliebigen Pol und die harmonischen Mittelpuncte desselben 
Grades der Gruppen der andern Involution für einen andern 
Pol zwei projectivisehe Punctreihen bilden. Gemäss dieser 
Definition und der für das Doppelverhältnisz von vier Gruppen 
eiiyef Involution, entsteht: 

Lehrsatz IV. In %wei projectiviscken Involutionen ist 
d€^ J)oppelverhäUnis% von vier Qruppen der einen In- 
volution gleich dem Doppelverhältnisz der vier entsprechen- 
den Gruppen der andern. 

Das am Ende von Nr. 8. ausgesprochene Theorem begreift 
also auch die Involutionen unter sich, und man kann diese somit 
auch als geometrische Gebilde betrachten, deren Elemente Grup- 
pen von Puncten sind. '^ 

a. Beziehungen zwischen den variablen Coeffi- 
cienten. Fragen wir zuerst, wie die Projectivität zweier In- 
volutionen sich ausdrücken läszt. 

Es sei die erste derselben durch die Gleichung (l) in Nr. 21, 
die zweite durch die folgende Gleichung gegeben: 

»'m.ca"»+Jc'fii-i.c«"»-^+....+»'o ) 
(3) I _ _ =0^ 
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1D der a einen beliebigen Puoct der Geraden, auf der die zweite 
Involution Ifegt, o den Anfang der Abschnitte in dieser Geraden 

\ 2' 2' * 1' « 1' 

'v fn > 'v in— 1 5 '^ wi— * 5 ••••> «»o 

t 

constante Coefficienten bezeichnen. 

Wir setzen voraus, was offenbar gestattet Ist, es entsprä- 
chen den Gruppen 

der ersten Involution die Gruppen 

Ö = 0, 0=00, ö= 1 

der eweiten. Sollen die beiden Gleichungen (J) in Nr. 21. und 
(3) zwei entsprechende Grnppen verstellen, so ist es notwen- 
dig aber auch hinreichend, weoo das Doppelverhfiltniss der 
vier Gruppen der ersten Involution, (0, oo,l, a>), gleich dem 
Doppelverhältnisz der entsprechenden vier Gruppen der zweiten 
Involution, (0, oo, 1, 6), ist. Aus der Gleichung 

(0,QO,1, «) = (0,00,1, ö) 

folgt aber augenblicklich: 

und man kann also mit Rücksicht auf ihre Projectivität mit der 
ersten Involution die zweite durch die Gleichung 

da^tellen* Die Gleichung (1) in Nr. 21. und die letzte Gleichung 
geben nun für ein und denselben Wert von oo zwei entsprechende 
Gruppen der zwei projectivisphen Involutionen» Eliminiert man 
zwischen den obigen Gleichungen oo, so erhält man eine Rela- 
tion, in welcher der Zusammenhang oder die Zugehörigkeit der 
Puncto a und a ausgedrückt ist. 

ö. Gemejnscbaftlicbe Punete. Liegen die beiden 
Involutionen auf derselben Geraden, so kann man die Punete 
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a und a auf denselben Anfang beziehen» man kann also fSr o 
den Punct o setzen. In diesem Falle liegt die Frage nahe, 
wie oftnial zwei sich entsprechende Puncte a und a zusammen- 
fallen. Eliminieren wir aus (1) in Nr. 21. und aus (4) in Nr. 24a. 
CO und setzen oa für ca, so entsteht: 

— (An. oa« + .... + Xo)(x'm. Oö"» +.... + x'o)J 

eine Gleichung die in Bezug auf oa vom (m-|-n)ten Grade ist. 
Das fährt auf den Satz: 

Lehrsatz V. Auf einer Geraden^ auf welcher %wei 
projectivische Involutionen be%üglich vom n~ten und m^ten 
€Hrade liegen, gibt es im Allgemeinen n + m Puncte, deren 
jeder, als der einen Involution angehorig betrachtet mit 
seinem entsprechenden Puncte der andern Involution wu* 
sammenfällt. 

Diese Puncte nennen wir gemeinschaftliche Puncte der 
beiden Involutionen. 

c. Involutionen mit vielfachem Punct. Ist die linke 

Seite der.GleichuDg (1) in Nr. 21. durch oa'' teilbar, so stellt sie 
eine Involution des n-ten Grades dar« deren Gruppen r ge- 
meinschaftliche Puncte haben 9 die alle mit o zusammenfallen. 
In Wahrheit stellt sie aber eine Involution des (n — r)-ten Gra- 
des vor» zu deren einzelnen Gruppen jedesmal r-mal der Punct 
hinzugefugt ist. In diesem Falle musz natürlich auch Glei* 

chung (5) in Nr. 246. durch oa^ teilbar sein» und die n-t-m 
gemeinschaftlichen Puncte der beiden gegebenen Involutionen 
bestehen aus dem r-mal genommenen Puncte und aus den 
m + n—r gemeinschaftlichen Puncten der zweiten Involution 
vom m-teu Grade und der vom (n--r)-ten Grade» welche ent- 
steht» wenn man den Gruppen der ersten Involution den Punct 
entzieht. 

Enthalten die Gruppen der zweiten ^Involution #-mal den 
Pnnet o, so erscheint derselbe {r+s)'nial unter den gemein- 
schaftlichen Puncten beider In?olutioiien* 



] 
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i 

d, Fortsetzung des Vorigen. Wenn eine Grnppe der 
ersten Involution« etwa die, welche wir erhalten, wenn © gleich 
Null gesetzt wird, r-mal denselben Punct o enthält, und die 
entsprechende Gruppe der zweiten Involution enthält ^-mal 
denselben Punct O, wo «>r vorausgesetzt ist, so enthält die 

linke Seite der Gleichung (5) offenbar oa^ als Factor, und der 
Punct vertritt daher r-mal die Stelle zweier gemeinschafi^ 
licher Punete der beiden Involutionen. 

e\ Involution von Stralengruppen. Es ist wol über- 
flussig, zu bemerken, dasz für Stralen, die alle durch denselben 
Punct gehen, sich eine, mit der soeben fiir die Punete einer 
Geraden auseinander gesetzten Theorie, vollständig analoge 
Theorie der Involution aufstellen läszt« 

25. Die quadratische Involution. Besondere Beach- 
tung verdient die Involution des zweiten Grades oder die qua- 
dralische Involution, Für diese geht die Gleichung (1) in 
Nr. 21., wenn n=2 gesetzt wird, über in: 

l ii^.oa^-\-%i,oa\-%Q \ 

Jede Gruppe ist also nur aus zwei Puncten zusammengesetzt, 
die cof^uffierte Punete genannt werden mögen; Mttelpunet 
heisze der Punct, deszen conjugierter Punct in unendlicher 
Entfernung liegt. Wir laszen den Anfang der Abschnitte mit 
dem Mittelpuncte zusammenfallen und nehmen auszerdem an, 
der Gruppe, zu welcher er gehört, entspreche der Wert a)=:Qo. 
Dann ist ^2=^0 = 0, und wenn a und «' zwei conjugierte Punete 
sind, so geht Gleichung (6) über in: 

Oä .0«' = — = const. 

Vergleichen wir diese Relation mit der, welch ein Nr. 9. aus- 
drückte, zwei Punctreihen seien projectivisch, das heiszt mit 

tj|«./a= const., 

so ist klar, dass die quadratische Involution entsteht, wenn zwei 
projectivische Punctreihen so aufeinander gelegt werden, dasz 

Cretnonaf Ebent Curven. 3 



^ 
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die Puncte V und /, welche den Piincten im Unendlichen ent- 
sprechen, zusammenfallen. Anders ausgedrückt, bilden zwei 
aufeinandergelegte projectivische Panctreihcn eine quadratische 
Involution^ wenn einem Puncte a, sownl der einen, als der 
andern Punctreihe angehörig betrachtet, als entsprechender 
Pnnct der einzige a' zugehört. Daraus folgt der 8atz: 

Lehrsatz VI. In einer quadrcUischen InvoitUion isi 
das Doppelverhältnis% von Pier Puncten dem Doppelver- 
häitnisz der vier ihen conjugierten Puncte gleich, . 

a. Eigenschaften der zweifachen Puncte der qua- 
dratischen Involution. £s seien e und f die beiden zwei* 
fachen Puncte der Involution (m. s. Nr.2'2.). Sie sind bestimmt 
durch die Gleichung: 

oe'^=^Of^ = const., 
und es Ist also 

(efaa*) = {efafa). 

Das Doppelverhältnisz {efaa*) ist daher seinem reciproken Ver- 
hältnisz gleich und folglich gleich — 1 , da das Doppelverhält- 
nisz von vier verschiedenen Puncten nicht der positiven Einheit 
gleich sein kann. Wir haben somit den Satz: 

Lehrsatz VIL In einer quadratischen Involution sind 
die zweifachen Puncte und %wei beliebige conjugierte Puncte 
vier harmonische Puncte, 

Die Involution des zweiten Grades läszt sich also als die 
unendliche Reihe von Punctpaaren a, a' auffaszen, welche den 
gegebenen Abschnitt ef harmonisch teilen. 

6. Quadratische Involutionen auf derselben Gera- 
den. Zwei Involutionen zweiten Grades, die auf derselben 
Geraden liegen, haben eine Gruppe gemein. Es gibt also zwei 
Puncte a und a* so beschaffen, dasz der Abschnitt aaf sowol 
von den zweifachen Puncten e und / der ersten Involution, als 
den zweifachen Puncten g und h der zweiten Involution har- 
monisch geteilt wird. 

Nehmen wir nämlich einen beliebigen Punct m der gege- 
benen Geraden und bezeichnen durch m* und mi die beiden 
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conjugierten Poncte von m fiir die beiden involotioneo, so er- 
zeugen, wenn m sich auf der Geraden bewegt, m' und m^ zwei 
projectiviscbe Punctreiben, deren gemeinscAa/tiiche Punete offen- 
bar die den beiden gegebenen Involutionen genieinscbaftliche 
Gruppe bilden. 

Es ist augenblicklich klar^ dasz zwei Involutionen von glei- 
chem Grade, der aber groszer als 2 ist, auf dieselbe Gerade 
gelegt, im Allgemeinen keine gemeinschaftliche Gruppe besitzen. 

26. Aequianharmonisches System von vier Punc- 
ten. Mittelst der Theorie der quadratischen Involution löst sich 
die folgende Aufgabe. 

Es seien a, ö, e, d vier Puncte in gerader Linie. Die drei 
anharmonrschen Grundverhältnisze derselben sind nach Nr. 1.: 

1 A — 1 

{abcd) = X, (acdö) = tzZi^ (adbc) = — y— • 

Sind nun zwei dieser Verhältnisze einander gleich, das heiszt iist: 

f^) ^"^'xZTi ^^^^ iL«— ;i+i = o, 

80 ist auch 

und es sind also alle drei Doppelverhälfnisze einander gleich. 

Es sind nun die drei Puncte a, b, c in gerader Linie ge- 
geben, man soll einen Punct d so bestimmen, dasz der Glei- 
chung: 

{abcd) = (aedb), 

oder auch : 

(abed) ^ (cabd) 
genügt wird. 

Wir nehmen willkürlich auf der gegebenen Geraden den 
Punct m an, und bestimmen einen Punct m' so, dasz 

(ßbcm) = (cabm*) 
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ist. Verändern nun m und m* ihre Lage, so entstehen zwei 
projectivische Punctreifaen, in denen den Poncten a,b,€,m 
in derselben Ordnung die Puncte c, a, ö, m* entsprechen. Sind 
d und e die beiden gemeinschafilichen Puncte dieser Punct- 
reihen, so ist 

(abcd) = (caöd), (aöce) = (cabe) , 

und unsere Aufgabe ist also durch jeden der beiden Puncte d 
und e gelöst. 

Sind nun a, d, c diejenigen drei Puncte der gegebenen Gera- 
den, welche die drei anharmonischen Verhättnisze 

(bcaa), (caöd), (aöcc) 
zu harmonischen machen, so sind die beiden Punctsysteme 

«, b, c, c 
und 

a, c, b, i 

projectivisch, und da dem Puncte b in jedem der beiden Sy- 
steme der Punct c entspricht, so sind dje drei Punctpaare 

a, a; b, c; b, t 

in Involution, und a ist der eine zweifache Punct dieser durch die 
Punctpaare b,c; ft, c bestimmten quadratischen Involution. Der 
zweite zweifache Punct dieser Involution ist a, da nach dem 
Obigen der Abschnitt bc durch a und a harmonisch geteilt wird. 
Folglich teilt a und a auch den Abschnitt hc harmonisch, und 
es ist: 

(bcaa) = iicaä) = — 1 . 
Die Punctsysteme 

b, c, a, a; b, c, a, a 

sind also projectiviscb, das heiszt, es sind auch die drei Punct- 
paare 

a, a; b, i; c, c 

in Involution*). 



*) V. Stand t, Geometrie der /io^ö, Nürnberg, Bauer und Raspe. 1847, 
S. 121. 
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Durch den beliebigen Punct o auszerhalb der gegebenen 
Geraden ziehe man die Stralenbüschel 

o{ai a, by ^, Cy c) und o(d, e) 

und schneide sie dann beide mittelst einer zu oe parallelen 
Transversale. Die Durchschnittspuncte seien bezüglich: 

«', a', *', f>', X) , c' ; d\ e\ 
Dann ist 

X = (acdb) = (a'QO d'b') = ^ , 
und Gleichung (7) geht also über in : 



(8) a'd^ — afd' . a'b' + a'b"^ = 0. 

2k,Hst (a*crf)=-iVl80 ist auch (a'Ä'ooc') =- 1, folglieh hal 
biert t* den Abschnitt a!b\ Hieraus folgen die Identitäten: 

afd' — t'd'--t'a\ 

durch deren Substitution Gleichung (8) sich auf 

(9) 7d^ = ?i5« = 3c'/i' . t'b* 

reduciert. Es halbiert also t* auch den Abschnitt d*e\ und folg- 
lich ist 

(d'^fXi cO = - 1 , 

das heiszt 

(rf^cc)=— l. 

Ebenso beweist raan^ dasz 

{deWi = — 1 und {deofO = — 1 . 

Es sind also d und e die beiden zweifachen Pünete der In- 
volution 

flf, a; by 6; c, c*). 



*) V* Stau dt, Beiträge zur Geometrie der Lctge^ Nürnberg, Bauerund 
Raspe. 1856—57-60, S. 178. 
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Das Doppel verhältnisz X ist durch Gleichang (7) gegeben, 
es ist also gleich einer der imagiDären dritten Wurzein aus — 1; 
folglich können die vier Puiicte a, ö, e, d oder a, by e, e nicht 
alle reell sein. In Gleichung (9) ist aber die rechte Seite ne- 
gativ oder positiv, je nachdem die Puncte a* und b* reell oder 
imaginär conjugierte sind. Sind daher die drei Puncte a^ b, c 
alle drei reell, so sind die Puncte d und e conjugierte imaginäre 
Puncte, sind dagegen zwei der obigen Puncte imaginär conju- 
giert, so sind die Puncte d und e reell. 

Aus Gleichung (8) folgt noch, dasz, wenn a'6' = ist, auch 
afd* = a'e* = ist, dasz also, wenn zwei der gegebenen Puncte 
zusammenfallen, auch die beiden Puncte d und e mit ihnen zu- 
sammenfallen. 

Ein System von vier Puncten heis^ze äqtäanharmonisch^ 
wenn die drei anharmonischen Grundverhältnisze einander gleich 
sind, wenn der Wert dieser Doppelverbältnisze also gleich ei- 
ner .der beiden imaginären dritten Wurzeln aus — ] ist. 

27. Bedingungsgleichung für ein äquianharmo- 
nisches System. Sind vier Puncte m|, m^, tn^t m^ in gera- 
der Linie nach Nr. 6. durch die Gleichung 

(10) a.om^ -f iß.öm^ + ey.ÖOT* + iö.om + e = 

gegeben, und sollen dieselben ein äquianharmonisches System 
bilden, so musz 

sein, das heiszt, wenn wir fiir die Segmente mifn^, — die ent- 
sprechenden Differenzen Ofihi — OHii,.... setzen: 

(omi — om^(pmi — Ofn^){pm^-'Om2){om^--om^) | ^ 

Diese Gleichung wird bei der Entwicklung für die vier Abschnitte 
omis om^ om^i om^ symmetrisch, und läszt sich also nur durch 
die Coefficienten der Gleichung (10) ausdrücken. Mittelst der 
bekannten Beziehungen ziviscben den Coefficienten und den 
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Wurzeln einer Gleichung findet man ohne grosze Schwierigkeit 
die Gleichung 

aU Bedingung, die notwendig« aber auch hinreichend ist, damit 
die vier durch die Gleichung (10)^ gegebenen Puncte ein äqui- 
anbarmonisches System bilden*). 



§• 5* 
Dellnitloiieii für ebene dürren. 

28. Erklärung einer Ortscurve und einer Einhül- 
lenden. Eine ebene Curve kann man sich sowol durch Bewe- 
gung eines Punctes, als durch die einer geraden Linie entstan- 
den denken. Im ersten Falle heiszt sie der Ort aller Lagen 
des beweglichen Punctes, im zweiten Falle die einhüllende 
Curve oder kurz die Einhüllende aller Lagen der beweglichen 
Geraden**). 

Eine Gerade« als Ort aller in ihr gelegener Puncto- aufge- 
faszt« ist das einfachste Beispiel einer Ortscurve, 

Ein Punct, als Einhüllende aller in ihm sich schneidender 
Geraden aufgefaszt, bietet den einfachsten Fall der einhüllen- 
den Curve. 

Eine Ortscurve oder ein Ort heiszt von der n-ten Ordnung» 
wenn eine beliebige Gerade Ihn in n Puncten, die entweder reell 
oder imaginär, verschieden oder zusammenfallend sein können, 
schneidet. Der Ort der ersten Ordnung ist die Gerade; ein 
System von n Geraden ist ein Ort der M-ten Ordnung. Zwei 
Orte, die bezuglich von der Ordnung n und n' sind, bilden zu- 
sammen einen Ort von der Ordnung n + n'> 

Ein Ort der n-ten Ordnung kann von einer Geraden seiner 



r 

*) Painvin^ Equation des rapports anharmoniques etc. (Nouvelles An- 
nftles de Math^matiqnes, t. 19, Paris 1860, p. 412). 

♦*) Plückery Theorie der algebraischen öurven^ Bonn, Marcus. 1839, 
S. 200. 
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Erklärung geinftsz nur in n Puncten geschnitten werden; hat 
also eine Gerade mehr als n Puncte mit einem Orte gemein, 
so ist sie selbst ein, Teil des Ortes, das heiszt, sämmtiiche 
Puncte der Geraden sind auch Puncte des Ortes. 

Eine Ortscurve von gegebener Ordnung heiszt einfach, 
wenn sie nicht aus Ortscurven einer niederen Ordnung zusam- 
mengesetzt ist. 

Eine Einhüllende heiszt von der n-ten ClcLsae^ wenn durch 
einen beliebigen Punct n Lagen der eingehüllten Geraden ge- 
hen > das heiszt, wenn von dem beliebigen Puncte n Tangen- 
ten, die entweder reell oder imaginär^ von einander verschie- 
den oder zusammenfallend sein können, an die Einhüllende 
gezogen werden können. Die Einhüllende der ersten Classe 
ist der Funct Ein System von n Puncten ist eine Einhüllende 
der n-ten Classe. Zwei Einhüllende, deren Classen bezüg- 
lich n und n' sind, bilden zusammen eine Einhüllende der Classe 
n\n*. 

Kann man von einem Puncte an eine Einhüllende der n-ten 
Classe^ehr als n Berührende legen, so ist dieser Punct selbst 
ein RuAci der Einhüllenden; es sind also alle Geraden, die 
durch den Punct gelegt werden können, Tangenten der Ein- 
hüllenden. 

Eine Einhüllende von bestimmter Classe heiszt einfach, 
wenn sie nicht aus Einhüllenden von niederer Classe zusani- 
rtiengesetzt ist. 

•29. Doppeltangenten und VVendepuncte. Wir be- 
trachten zuerst eine Ortscurve der n-ten Ordnung. Ist a eine 
der Lagen des erzeugenden Punctes, also ein Punct der Curve 
selbst, so heiszt die Gerade yi, welche durch a und die folgende 
Lage des beweglichen Punctes geht, die Tangente oder Be- 
rührende der Curve in diesem Puncte. Der Ort der aufeinan- 
der folgenden Lagen eines beweglichen Punctes ist also auch 
die Einhüllende der Geraden, welche je zwei unmittelbar auf- 
einander folgende Lagen dieses Punctes verbindet. 

Im Berührungspuncte a hat die Curve mit der Tangente 
zwei Puncte gemein (%weipunctige Berührung) ; beide feurven 
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haben also im Allgemeinen noch n— 2 Durchschnittspuncte. 
Fallen zwei dieser n— 2 Puncte in einen Punct b zusammen» 
80 ist die Gerade A auch im Puncte ö Tangente der Curve. 
Ist dies der Fall, so heiszt Ä eine DoppeiCanffetUe der Gurve. 
Die Puncte a und b sind die Beruhrungspuncte*). 

Nähert sich aber einer der n — 2 Durchschnittspuncte dem 
Puncte a bis ins Unendliche, so hat die Gerade A daselbst eine 
dreipunctige Berührung mit der Curve. In diesem Falle heiszt 
die Gerade ii eine stationäre- oder eine Wendetangente, Weil 
sie, wenn wir mit a, af, a** die drei unendlich nahen Puncte 
bezeichnen, aus denen der Berührungspunct besteht, eigentlich 
zwei aufeinander folgende Tangenten aa' und a'a*' repräsentiert, 
so können wir auch sagen, sie sei eine Doppel tangente, deren 
Beruhrungspuncte a und a* einander unendlich nahe rücken. 
Denken wir uns die Curve aber durch Bewegung einer Geraden 
entstanden, so hurt diese, wenn sie in die I^age a gekommen 
ist, auf, sich in dem einen Sinne zu bewegen, sie steht still, 
daher stationär, und bewegt sich dann im entgegengesetzten 
Sinne. Der Berührungspunct a der VVendetangente heiszt ein 
InflectionS' oder ein Wendepuncty weil in ihm die Gerade Ä 
die Curve gleichzeitig berührt und schneidet, diese also von 
einer Seite der Geraden auf die andere übergeht. 

30. Doppelpuncte und Spitzen. Wir betrachten zwei- 
tens die Einhüllende von der m-ten Classe. Ist A eine der 
Lagen der erzeugenden Geraden, das heiszt eine Tangente der 
Curve, so ist der Punct a, in welchem A von der unmittelbar 
folgenden Tangente geschnitten wird-, der Berührungspunct der 
Geraden A mit der Curve. Die Einhüllende einer beweglichen 
Geraden ist also auch der Ort der Puncte, in denen sich je zwei 
aufeinander folgende Lagen dieser Geraden schneiden. 

Durch einen beliebigen Punct laszen sich im Allgemeinen 
m Tangenten an die Curve legen. Fällt dieser Punct aber mit 
dem Puncte a der Curve zusammen, so sind zwei dieser Tan- 
genten unmitelbar aufeinander folgende, und faileif mit der 



*) Die beiden Berührungspnnete können imaginär werden, ohne dasz 
die Gerade A aufhört reell zu sein. Sie besitzt auch in diesem Falle alle 
"Eigenschaften einer Doppeltangente, 



j * ». • 
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Tangente Ä zusammen. Durch einen Punct der Curve gehen 
also auszerdem noch m — 2 Geraden^ welche die Curve in an- 
dern Puncten berühren. 

Fallen zwei dieser m — 2 Tangenten in eine Gerade B zu- 
sammen, so hat die Curve in a zwei Tangenten Ä und B; sie 
geht also zweimal durch a und bildet dort eine Schlinge. Die 
Geraden Ä und B berühren in a die beiden Zweige der Curve^ 
die ' sich in ihm schneiden , und der Punct a heiszt dann ein 
Doppel' oder mteifacher Punct*). 

Fällt eine der m — 2 Tangenten mit ii zusammen, so reprä- 
sentiert diese Gerade drei aufeinander folgende Tangenten A, A\ 
A" ; der Punct a kann also als ein Doppelpunct betrachtet wer- 
den, deszen Tangenten A und A! zusammenfallen, deszen Schlinge 
sich also auf einen Punct reduciert. Ein solcher Punct heiszt 
Bpit%e, Mückkeär- oder StiUstandspunct. Er repräsentiert sowol 
den Durchschnittspunct der Tangenten A und A*, als den der 
Tangenten A' und A*'. Denken wir uns aber die Curve durch 
Bewegung eines Pnnctes entsfeinden, so wird dieser, wenn er. 
in a ankommt, stillstehen, die Richtung seiner Bewegung än- 
dern und von der einen Seite der Tangente A, der sogenannten 
Rückkehrtangente^ auf die andere Seite übergehen. 

Aus den plückerschen Formeln^ die wir im Folgenden 
(§. 16) beweisen werden, folgt, dasz im^^Allgemeioen eine Orts- 
curve von bestimmter Ordnung weder Doppelpuncte noch Spitzen 
hat, dagegen Doppeltangenten und Wendepuncte besitzt, dasz 
dagegen im Allgemeinen der Einhüllenden einer bestimmten 
Classe die singuiären Tangenten fehlen, dasz sie aber Doppel- 
und Stillstandspuncte besitzt. 

Ist die Curve von eigentümlicher Natur, so kann sie auch 
singulare Puncto und Tangenten von höherer Ordnung besitzen. 
Eine Tangente heis%t r-faeh^ wenn sie die Curve in r Puncten 
berührt, die entweder alle verschieden sind oder zum Teil oder 



*) Die beiden Tangenten A und B können auch imaginär werden. Dann 
sind die beiden Zweige der Curve ebenfalls imaginär, nicht aber ihr Durch- 
schnittspunct a. Dieser heiszt in einem solchen Falle ein isolierter Punct, 
und kann als ein unendlich kleines oder verschwindendes Oval aufgefasst 
werden. 
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sämmtlich zusammenfallen können. Eilt Punct heimU r-faeh, 
wenn die Gurve r-mal. durch ihn hindurch geht; durch ihi^ ge- 
ben daher r Tangenten» die entweder alle verschieden sind, oder 
auch zum Teil oder sämmtlich zusammenfalleo. 



31. Vielfache Puncte und Tangenten. Ist a ein 
r-facher Punct einer Curve, so schneidet jede durch a gelegte 
Gerade die Curve in diesem Puncte r mal. Der Punct a gilt 
demnach für r Durchschnittspuncte der Geraden und der Curve. 
Berührt die Gerade aber im Puncte a einen der Zweige der 
Curve» die durch a gehen, so hat sie auch den zu a unendlich 
nahen Punct dieses Zweiges mit der Curve gemein. In diesem 
Falle zählt also a für r-f 1 Durchschnittspuncte der Curve mit 
der Tangente. Unter allen Geraden, die durch den Punct a 
gezogen werden können, gibt es daher nur r Gerade, nämlich 
die r Tangenten an die r Zweige der Curve» welche dort die 
Curve in r-j-l zusammenfallenden Puncten schneiden. Haben 
daher r-[-l Gerade diese Eigenscliaft» so hat sie jede durch 
a gezogene Gerade ebenfalls una a ist ein (r -f l)-facher Punct 
der Curve. 

Ist A dem entsprechend eine r-fache Tangente der Curve, 
so zählt sie für r der Tangenten, die durch einen Punct in ihr 
selbst gelegt werden können. Aber sie zählt für r-f 1 Tan- 
genten in Bezug auf die t)urcbschnittspuncte dieser Geraden mit 
der Curve. Von jedem Puncte der Geraden A gehen also r 
mit A selbst zusammenfallende Tangenten der Curve aus. Un- 
ter diesen Puncten sind nur r, von denen jedesmal r^l Tan- 
genten ausgehen, die mit A zusammenfallen. Gibt es in A noch 
einen Punct» der diese letztere Eigenschaft hat» so hat sie auch 
jeder andere Punct der Geraden ii» und diese ist also eine 
(r + l)-fache Tangente. 

Dies vorausgesetzt, folgen die Sätze: 

Lehrsatz I. Hat eine Curve der n^ten Ordnung einen 
n- fachen Puncf a, so ist sie ein System van n Geraden, 
die sich in a schneiden. 

Denn jede Gerade, welche a mit einem beliebigen Puncte des 
Ortes verbindet» bat mit ihm n+1 Puncte gemein, ist also 
selbst ein Teil des betreffenden Ortes. 
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Ebenso entsteht: 

Lehrsatz II. Hat eine Einhüllende der m-ten Clcisse 
eine m-fcLche Tangente 9 so ist sie ein System von m auf 
dieser Geraden liegenden Puncten. 

Ferner : 

Lehrsatz III. Eine einfache Curve n-ter Ordnung kann, 
wenn sie einen (n—l)- fachen Punct hat, keinen Doppei- 
punet mehr haben. 

Denn die Gerade , welche diese beiden Puncto verbindet« 
hätte n4-l Durehschnittspuncte mit der Curve gemein. 

Dem entspricht der Satz: 

Lehrsatz IV. Eine einfache Cuin^e der m-ten Classe 
kann, ausser einer (m—l)- fachen Tangente, keine Doppel' 
^ tangente haben» 

Denn sie würden für ihren Durchschnittspunct mi-l Tan- 
genten repräsentieren. 

§. 6. 
C^emeinschaflfilielfte Pancte and Tangenten zweier 

Cnrven. 

32. Zahl der Durehschnittspuncte zweier Curven. 
In wieviel Puncten schneiden sich zwei Curven bezüglich von 
der Ordnung n und n'? 

Als ein selbstverständliches Axiom angenommen« dasz die 
Zahl der Durehschnittspuncte allein von den Ordnungen n und 
n* abhängt« bleibt diese Zahl unverändert« wenn wir für die ge- 
gebenen Curven andere Orte derselben Ordnung substituieren. 
Setzen wir für die Curve der n'-ten Ordnung n' Gerade, so 
schneiden diese die Curve der n-ten Ordnung in n . it' Puncten. 
Das liefert den Satz : 

Lehrsatz I. Zwei Curven b&6ügHch von der n-ten und 
n*'ten Ordnung schneiden sich in n.n' Puncten, die ent- 
weder reell oder imaginär, alle verschieden oder fsum 
Teil oder sämmtlieh zusammenfallend sein kSnnen 
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Man sagty zvi^ei Curven haben eine is^eipunctige, dreipune- 
tige, vierpunctige, fünfpuncHge, sechspunciige, . . , ., r-punc- 
tige Berührung^ wenn sie zvrei^ drei^ vier, fünf, sechs, . . . . , r 
aufeinander folgende Punete mit einander gemein haben. 



a. Einfluss der vielfachen Puncto. Gehen durch 
einen Punct a r Zweige^ einer Curve und r' Zweige einer an- 
dern, so muss dieser Punct als Durchschnittspunct eines jeden 
Zweiges der ersten Curve mit jedem Zweige der zweiten 
Curve angesehen werden. Er zahlt also für r.r* zusammen- 
fallende Durchschnitfspjiincte. Haben auszerdem ein Zweig 
der ersten Curve und ein Zweig der zweiten Curve in a eine 
gemeinschaftliche Tangente, so haben sie dort zwei gemein- 
schaftliche Punete, und a gilt also für r.r*-{-\ Durchschnitts- 
puncte. Haben allgemein die beiden Curven in a s gemein- 
schaftliche Tangenten, so zählt a fü'r r.r'-f ' gemeinschaftliche 
Punete der beiden Curven. 

In dem speciellen falle, wenn r Tangenten der ersten Curve 
mit r* Tangenten der zweiten Curve im gemeinschaftlichen 
Punete a in eine einzige Gerade T zusammenfallen, stellt die- 
selbe, r' K^r vorausgesetzt, r* gemeinschaftliche Tangenten vor, 
die Zahl der in a vereinigten Durchscbnittspuncte ist also 
r'{r-\-\). Diese Zahl kann aber noch gruszor werden, und 
zwar jedesmal, wenn die Gerade T eine innigere Berührung mit 
einer der beiden Curven eingeht, das heiszt, wenn sie dieselbe 
in mehr als r-fl oder r^-f 1 mit a zusammenfallenden Puncten 
schneidet. Hat z. B. die Gerade T m a mit der ersten Curve 
2r Punete, mit der zweiten r'-fl Punete gemein, so gilt der 
Punct a als ein r{r*-{- ])-maliger Durchschnittspunct beider Cur- 
ven. Hieraus ist leicht zu zeigen, dasz, wenn ein System K 
von r Curven der zweiten Ordnung, die den Punct a gemein 
haben und dort sämmtlicb von einer Geraden 7 berührt werden, 
sowie eine beliebige andere- Curve (7, die r* Zweige besitzt, 
die sämmtlicb durch a gehen und dort ebenfalls sämmtlicb von 
der Geraden T berührt werden, gegeben sind, der Punct a in 
diesem Falle r'-f 1 Durchscbnittspuncte der Curve C mit jeder 
der Curven des Systems Ä' darstellt, dass er also für r(r'-f 1) 
gemeinschaftliche Punete der Curve C und des gesammten Sy- 
stems der Curven K zählt. 
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b. Zahl der gemeiDschaftliGhen Tangenten zweier 
Gnrven. Vollständig analog beweist man den Satz: 

Lehrsatz II. Zwei Curven bezüglich der m-ten und 
m*'len Ciasse haben m.m' gemeinschaftliche Tangenten. 

Und so weiter*). 



§.7. 

Anzahl der Bedini^aii^en, durcli welche eine Curve 
n-ter Ordnung^ oder m-ter Classe hestlmmt wird« 

33. Zahl der Bedingungen^ denen eine Curve ge- 
niigt, die einen r-fachen Punet hat. Soll eine Curve 
durch einen bestimmten Punct a gehen, so gilt dies offenbar 
fiir eine Bedingung. 

Durch a legen wir eine Gerade A. Soll nun die Curve 
auch den a benachbarten Punct der Geraden A enthalten, soll 
also die Curve nicht blos durch a gehen , sondern auch die 
Gerade A in diesem Puncte berühren , so zählt das för wwei 
Bedingungen. 

Wir legen durch a eine zweite Gerade ii|. Soll nun die 
Curve auszer den beiden benachbarten Puncten von A auch 
den Punct enthalten, der in der Geraden Ai dem Puncte a un- 
endlich nahe ist, so wird das für drei Bedingungen gelten; in 
diesem Falle schneidet aber jede durch a gezogene Gerade in 
diesem Puncte die Curve zweimal, a ist also ein Doppelpunct 
der Curve. Soll daher die Curve in a einen Doppelpunct haben, 
so zählt derselbe für drei Bedingungen. 

Hat die Curve In a einen Doppelpunkt, was drei Bedin-^ 
gungen entspricht, so schneidet jede Gerade A, welche durch 
a geht, dieselbe in zwei in a zusammenfallenden Puncten. Soll 



■"^ 



*) Die Eigenschaften der Curven von gegebener Classe leiten sich ans 
den Eigenschaften der Curven von bestimmter Ordnung und umgekehrt 
mittelst des Princips der Dualität ab, das wir als selbstverständlich und ab- 
solut ansehen, das heiszt als unabhängig von einer speciellea Theorie der 
Transformation der Figuren. 
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die Curve nan durch einen dritten unmittelbar folgenden Punct 
von Ä geben, soll sie also mit der Geraden in a drei Puncte 
gemein haben, so ist dies offenbar eine neue Bedingung. Ver- 
langt man dasselbe fiir zwei andere Gerade Äi und A^, die 
ebenfalls durch a gehen, so haben wir im Ganzen sechs Be- 
dingungen. Gehen aber durch a drei Gerade, deren jede die 
Curve in diesem Puncte dreimal schneidet, so ist dieser Punct 
ein dreifacher Punct der Curve. Soll also a ein dreifacher 
Punct der Curve sein, so zählt das für sechs Bedingungen. 

Allgemein sei Xr-i die Zahl der Bedingungen, nenn die 
Cnrve in a einen (r — 1)- fachen Punct haben soll. Jede Gerade 
Ä, die durch a geht, hat dann in diesem Puncte r — 1 mit der 
Curve gemeinschaftliche Puncte. Soll nun diese Curve noch 
den n«ächstfolgenden Punct der Geraden A enthalten, das heiszt, 
soll die Gerade A r Puncto mit der Curve gemein haben, so 
ist das eine weitere Bedingung. Wird dasselbe für r—l an- 
dere Gerade verlangt, die auch durch a gelegt sind, so haben 
wir im Ganzen ^r-i-f '* Bedingungen. Gehen aber durch a 
r Gerade, deren jede in diesem Puncte r gemeinschaftliche 
Puncte mit der Curve hat, so ist nach Nr. 31. a ein r-facher 
Punct der Curve: folglich gilt, wenn der Punct a ein r-facher 
Punct der Curve sein soll, dies ßir Xr = (Vr^i-\-r Bedingungen, 
das heiszt es ist allgemein 

34. Zahl der Bedingungen, die eine Curve voll- 
ständigbestimmen; Cur ven reihen vomlndexiV. Durch 
wieviele Bedingungen i^t nun eine Curve n-ter Ordnung be- 
stimmt? 

Soll die Curve einen n- fachen Punct a enthalten, so gilt 
das nach dem Obigen für in(n-\-l) Bedingungen, f^un ist aber 
eine Curve n-ter Ordnung, die einen, it- fachen Punct enthält 
nach Mr. 31. das System von n sich in diesem Puncte schnei- 
dender Geraden; diese sind sämmtlich bestimmt, sobald in jeder 
derselben ein zweiter Punct gegeben ist und somit ergibt sich 
der Satz: 

Lehrsatz I. Die Zahl der Bedingungen, weiche eine 
Curve ton gegebener Ordnung n voliständig bestimmen, 
ist gleich 
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l«(n+l) + ii = 4«(fi+3)*). 

Sind nur iii(n f 3) — 1 Bedingungen gegeben^ so gibt es 
unendlich viele Curven der n-ten Ordnung^ die dieselben er- 
füllen. Unter ihnen werden immer eine bestimmte Anzahl durch 
einen beliebigen Punct gehen. Diese Zahl sei v. Die ge- 
sammten Systeme dieser Curven, deren Zahl unendlich groszist^ 
nennen wir eine Reihe von Curven der n-ten Ordnung und 
vom Index n **). 

So bilden z. ß. die Tangenten einer Curve der m ten Classe 
eine Reihe der ersten Ordnung vom Index m. 

Im Allgemeinen gibt es immer eine Curve, welche eine 
gegebene Reihe einhüllt, das heiszt in jedem Puncte eine der 
Curven der Reihe berührt. Die ganze Reihe läszt sich durch 
die stetige Bewegung einer Curve erzeugt denken» die gleich- 
zeitig die Form und den/ Ort verändert und dabei stets den ge- 
gebenen Bedingungen genügt. Die Puncte, in denen eine Curve 
einer Reihe, die ihr unmittelbar benachbarte schneidet» sind 
gleichzeitig die Berührungspuncte zwischen der ersten Curve 
und der Einhüllenden der Reihe. 

In einer Reihe von Curven n-ter Ordnung kann man jede 
einzelne als von dem Werte einer bestimmten variablen Grösze 
abhängig betrachten, wie etwa, um ein Beispiel anzuführen, von 
dem Producte der anharmonischen Verhältnisze 

(abcxi ) . (abcx^) .... (aöcxn) , 

worin 0,0,0 drei gegebene Puncte in gerader Linie bedeuten» 
und Xi, x^, x^y ..,,, Xn die Puncte sind, in denen diese Gerade 
die Curve schneidet. 

Dieser Grusze, deren verschiedene Werte zur Bestimmung 
der verschiedenen Curven ein und derselben Reihe dienen, 
pflegt man den Namen Parameter zu geben. 



*) Ebenso ist eine Curve »i-ter Classe durch Jwi(j«-f 3) Bedingungen 
bestimmt. 

*) Jonquikres, Th^orhmes g€niraux concemant les courhea giomUriques 
planes dtun ordre quelquonque, (Journal de^M. LiouvilU^ Avril 1861. 
pag. 113;. 
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Hängt die Cur?e von irrationalen Functionen des Parame- 
ters ab, so werden die verschiedenen Werte dieser Functionen, 
es seien r, ebenso viele Curven bestimmen, welche alle ein 
and demselben Werte des Parameters entsprechen. Die Gruppe 
dieser r Curven kann als ein Ort der r.n-ten Ordnung betrach- 
tet werden, und die gegebene Reihe als eine solche von der 
r.n-ten Ordnung, in welcher jeder Wert des Parameters nur 
eine einzige Curve individualisiert. Eine solche Reihe kann 
man fsiU8ammengeset%t nennen mit Rücksicht auf die Curven 
n-ter Ordnung^ und einfach in Bezug auf die Gruppen oder 
Curven der r.n-ten Ordnung. Daher ist klar, dasz der Fall 
einer zusammengesetzten Reihe, aus diesem Gesichtspuncte 
anfgefaszt, auf den der einfachen Reiben zuräck^eftihrt werden 
kann. Wir werden im Folgenden daher nur von letzteren reden, 
gleichgültig ob die Elemente derselben einfache Curven oder 
Gruppen von Curven sind. 

35. Gruszte Zahl der Doppelpuncte. , Aus dem in 
Nr. 34. bewiesenen Satze ergibt sich folgendes weitere Theorem: 

Lehrsatz II. Eine einfache Curve der n-ten Ord' 
nung kann mit Einschlus% der Spitzen nur i(n— l)(i}— 2) 
Doppelpuncte haben 

Hätte sie nämlich einen Doppelpunct mehr, so könnte man 
durch diese i(n — 1)(» — 2) + l «nd durch andere n — 3 Puncte 
dieser Curve» das heiszt im Ganzen durch \{n — 2)(n — 2-f3) 
Puncte eine Curve der (n — 2)-ten Ordnung legen, welche mit 
der gegebenen Curve 

2U(«— l)(w— 2) + II -^ »— 3 = n(ii— 2) + 1 

Durchschnittspuncte hätte, was unmöglich ist, wenn die gege- 
bene Curve nicht aus Curven einer niedrigeren Ordnung zu- 
sammengesetzt ist*). 

§. 8. 
Die Porismen Cliadleci' u* das Theorem von Carnot. 

36. Das Porisma Chasles' für eine Ortscurve. Es 



*) Plückery o. a. 0., S. 215. 
Cremona, Ebene Curven, 
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sei (^ig. VL) (löe ein Dreieck. Eid beliebiger Punct a von öc 

ÜC 

ist durch das Verhältnisz -r, ebenso ein Puuct 1^ auf ca durch 

das Verhältnisz ^ gegeben. Ziehen wir die Geraden aa und 
öiy und schneiden dieselben sich in m, so ist dieser Punct 
vollständig durch die beiden Verhältnisze -r und g- bestimmt* 

Diese Verhältnisze betrachten wir als eine Art Cooräinaten 

des Punctes m. Die Gerade cm schneidet ab im Puncte c, 

ff» 

wodurch ein drittes Verhältnisz — entsteht. Diese drei Ver- 

ta 

hältnisze sind unter einander durch eine einfache Relation ver- 
bunden. Man hat nämlich nach dem bekannten Theorem des 
Ceva*): 

hc ac tb 

. ^___ ^^_ 

ha' f^b "~ ca' 

Liegt der Punct m auf einer der Seiten ca oder eby so ver- 
schwindet eine der Coordinaten, liegt m dagegen auf aöy so 
werden beide Coordinaten unendlich grosz^ aber ihr Verhältnisz, 

ausgedrückt durch — ~-, ist eine endliche Grüsze. 

ca 

Laszen wir jetzt den Punct m sich auf einer Geraden be- 
wegen^ so erzeugen die Puncte a und ^ auf cb und ca zwei , 
projectivische Punctreihen, da jeder Lage von a nur eine Lage 
von entspricht und umgekehrt. Es besteht folglich zwischen 

dc hc 

den Verhäitniszen -r und jt- » durch welche die Puncte a und 

6 bestimmt werden, eine Gleichung, die für beide vom ersten 

Grade ist. Da nun für den Punct, in welchem die gegebene 

ÄC hc 

Grade ab schneidet, beide Verhältnisze g- und -r unendlich 

werden, so kann diese Gleichung nur die Form: 



*) Von Ceva im Jahre 1678 gegeben. Man sehe Chasles, Aper^ 
historique, S. 299 der deutschen Uebersetzung. 
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haben. Diese Relation zwischen den Coordinaten eines beile- 
gen Punetes m einer gegebenen Geraden heififze die Oieiehung 
der Geraden. 

Untersuchen wir jetzt> von welcher Form die Relation zwi- 
schen den Coordinaten des Punetes m ist, wenn derselbe sich 
auf einer Curve der n-ten Ordnung bewegt. Eine Gerade, 
der«n Gleichung die (1) sei, schneidet die Curve in n Puncten, 
folglich musz die Gleichung (I) und die gesuchte Gleichung von 

n Coordlnatenpaaren -r» g^ gleichzeitig erfüllt werden, die ge- 
suchte Relation ist daher notwendig vom n-ten Grade ßir jede 
der beiden Coordinaten des Punetes m, und da die Zahl der 
Bedingungen, welche eine Curve n-ter Ordnung bestimm^p 
^(it-f 3) ist, so musz die fragliche Relation in(ii-f 3) von ein- 
ander unabhängige Coefficienten haben. 

Hieraus ergibt sich der Satz: 

Lehrsatz L Bewegt sich ein Ponte m auf einer Curve 
. der n-ten Ordnung, so besteht zwischen den veränderli- 
chen Coordinaten des Punetes m eine bestimmte Relation 
von der Form: 

C2) 
ffc . /arV"-* 



«©'+|^+ftE'© 



ic /6cV. /acy-^ 



0, 



/J^cV 



ie ncY /5c\ 

welche man die Gleichung des Ortes des Punetes m 
nennen kann. 

Und dem. entsprechend : 

Lehrsatz II. Bewegt sich ein Punct m der Art, dasz 
%wischen seinen Coordinaten eine Gleichung von der Form 
(2) besteht, so ist der Ort des Punetes m eine Curve der 
n-ten Ordnung. 



^ 
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37. Das Porisma Chasles' fdr eine Einlifillende. 
Es sei wiederam abe ein Dreieck. Ein Punct a in öe, bestimmt 

durch das Verhältnisz — • und ein Punct i in ae, bestimmt 

ftn. 

durch das Verhältnisz ?- , bestimmen zusammen eine Gerade 

ab, welche demgeniäsz durch die Verhältnisze -- und j- voll- 
ständig gegeben ist. Diese Verhältnisze nennt man Coonü- 
naien der Geraden. Sie trifft die dritte Seite aö in einem drit- 

ten Puncto c; dadurch entsteht ein neues Verhältnisz --. Diese 

drei Verhältnisze sind nach dem Satz des Menelaus*) durch 
die einfache Relation: 

ab ha cö 
ac^ic ca 

verbunden. Geht die Gerade ai durch einen der Puncte a und 
öp so verschwindet eine der beiden Coordinaten, geht dagegen 
die Gerade durch e, so werden beide Goordinaten unendlich 

grosz> aber ihr Verhältnisz bleibt endlich gleich --• 

Laszen wir jetzt die Gerade ab sich um einen festen Punct 
drehen» so erzeugen die beiden Puncte a und i zwei projecti- 
/^ L|Vische Punctreihen. Es musz also zwischen den Coordinaten 
^T^j^^^li^^l Geraden ab eine Gleichung des ersten Grades [statt haben. 
^Da nun, . wenn die bewegliche Gerade durch c geht, beide Coor- 
dinaten unendlich werden, so hat die Gleichung die Form: 

Diese Relation zwischen den Goordinaten einer Geraden, 
die sich um einen festen Punct dreht, nennen wir die Gleichung 
des Puncies, als Einhüllende der beweglichen Geraden auf- 
gefaszt. 

Die Gerade ai bewege sich ferner so, dasz sie von einer 
Curve der m-ten Classe umhüllt werde. Welche Relation be- 



^) MenelauSf Spluierica, III, 1. 
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«tebt dann zwischen den Coordinaten der beweglichen Geraden? 
Von einem beliebigen Puncte, deszen Gleichung die (l*) sei, 
gehen m Tangenten der Curve aus, das heiszt m Lagen der 
beweglichen Geraden. Die gesuchte Relation und die Glei- 
chung (1^) roüszen also gleichzeitig durch m Systeme von Wer- 
ten der Coordinaten erfüllt werden, woraus sich ergibt, dasz 
die gesuchte Relation für jede der beiden Coordinaten vom 
171 -ten Grade sein musz. Da nun aber die Curve m-ter Ciasse 
durch im(m+S) Bedingungen bestimmt ist, so musz die Re- 
lation i»»(m-f3) von einander unabhängige CoeOicienten ent- 
halten. 

Hieraus folgert sich der Satz: 

Lehrsatz III. Bewegt sich eine Gerade so, das% sie 
von einer Curve der m-ten Classe umhüiU wird, so be- 
stehi zwischen den Coordinaten der beweglichen Geraden 
beständig eine Relation von der Form: 

(2*) 
4^\iii-i 



«e)'+'^+».Ri(M) 



+ 



= 0. 



die man als die Gleichung . der Einhüllenden der be- 
weglichen Geraden ansehen kann. 

Umgekehrt ergibt sich noch: 

Lehrsatz IV. Bewegt sich eine Gerade so, dasz ihre 
Coordinaten beständig einer Gleichung von der Form (2*) 
genügen, so ist die Einhüllende dieser Geraden eine Curve 
der m-ten Classe. 

Die in den beiden letzten Nummern bewiesenen wichtigen 
Porismen sind von Chasles gegeben*). 



^. 



*) Aperfu historique, p. 280. 
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38. Das Theorem von Gar not. Wir wenden uns wie- 
der asor GleichuDg ('2) Nr. 36. In den Punoteo 

«, a', a", ....,«(«-1), 

in denen die Curve^ welcbe sie darstellt, die Gerade eb schnei- 

det, wird die Coordinate ^ = 0« die andere Coordinate folgt 

aus der Gleichung^ wenn man g- =0 in dieselbe substituiert. 
Auf diese Weise entsteht : 

Ebenso erhält man für die Putlcte 

in denen die Curve die Gerade ca schneidet: 

Dividiert man ferner Gleichung (2) in Nr. 36. durch l-z) 
und beachtet den Satz des Ceva, so entsteht: 

+ ) =0. 

Setzen wir hierin — - = 0, so erhalten wir die Durchschnitts- 
puticte 

c. e, c", ....,c(»-») 

der Curve und der Geraden ab\ folglich ist auch: 

cb c!ö ^ c(«--^)6 _ a 

ca' c'a' cf'a tt*-^)^'"" ^' 

Diese drei Resultate mit einander verbunden üeferii die 
Gleichung: 
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Dadurch ist das berühmte Theorem von Carnot*) bewiesen: 

Lehrsatz V. Sehneidet eine Curveder n^ten Ordnung 
die Seiten öe, ca, ab eines Dreiecks abe öemgüch in den 
Puncten 

a, a', a", ....,a(«-i); 
6, b', 6", ....,6(«--i); 

SO besteht immer die €lleiehung (3). 
Dieser Satz läszt sich auf jedes beliebige Polygon erweitern. 

39. Anwendung auf Curven zweiter Ordnung. Ist 
11=1» so föllt das Theorem von Carnot mit dem Satze des 
Menelaus zusammen. Ist n = 2^ so ergibt sich daraus eine 
Eigenschaft von sechs Puncten einer Curve zweiter Ordnung. 
Da nun aber eine Curve der zweiten Ordnung nach Nr. 34. 
durch fünf Puncte bestimmt ist» so hat' man umgekehrt den 
Satz : 

Lehrsatz VL Bestimmt man avf den Seiten öc, ca, 
ab eines Dreiecks befsdiglich die Puncte 

so, das% suffischen ihnen die Gleichung: 

ab.a'b.ic.f>'c.ca.<fa _ - 
^^ ae.<i'c.ba.h'a.cb.c'b^ 



*) G€omiir%e de position, Paris. 1803. p. 291. ^ Deutsch von Schumacher^ 
Altona. 1808 — 1810, mit Zusätzen von Gauss. 
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besteht, so liegen die sechs Puncte a, a'; b, 6'; c, c' auf 
einer Curve der zweiten Ordnung. 

Fallen die Puncte a*, b', cf respective mit a, i, c zusaiu- 
men, berührt also die Curve die Seiten des Dreiecks in a, b 
und c , so gebt die obige Gleichung über in : 

ab.bcca _ , | 
ac.ba.cö^" 

Das obere Zeichen kann nicht gelten, da sonst nach dem Satze 
des Menelaus die Puncte a, Ift, c in gerader Linie liegen 
müszten, und eine Curve zweiter Ordnung nur zwei Puncte mit 
einer Geraden gemein haben kann. Nehmen wir also das ne- 
gative Zeichen^ so folgt, unter Anwendung des Satzes von 
Ceva, dasz die drei Geraden aa, ob, cc sich in einem Puncte 
schneiden. Foislich haben wir den Satz: 



•»■ 



Lehrsatz VII. Ist eine Curve zweiter Ordnung einem 
Dreieck eingeschrieben, so schneiden sich die Geraden, 
welche die Scheitel mit den gegenüberliegenden Beruh- 
rungspuncten verbinden, in demselben Puncte. 

a. Anwendung auf Curven dritter Ordnung. Für 
n=3 erhalten wir aus dem Theorem des Carnot das neue: 

Lehrsatz VÜL Schneiden die Seiten bc, ca, ab eines 
Dreiecks abc eine Curve der dritten Ordnung bemlglich 
in den Puncten . 

a, «', a''; b, b\ 6"; c, C, c", 

so findet zwischen den entstehenden Abschnitten der drei 
Seiten die Gleichung statt: 

ab . a'b . a''b . bc . b*c . b*'c . ca . ta . c^'a _ 
^^^ ac.a'c.a''c.ba.b*a.b''a.cb.Cb.c''b'^ 

Liegen nun die sechs Puncte 

a, a'; b, b'; c, C 

in einer Curve der zweiten Ordnung, so gilt für sie die Glei- 
chung (4). Dividieren wir durch diese die Gleichung (5), so 
entsteht: 
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a''c.i"a.c"ö 



= J, 



und die Poncte a'^ i", cf' liegen daher in gerader Linie. Lie- 
gen umgekehrt a", i", c" in gerader Linie, so befinden sich 
die fibrigen sechs Durchschntttspnncte auf einer Curve zweiter 
Ordnung. 

b, Fortsetzung. Tangentialpunct. ßesteht der Ort 
der zweiten Ordnung aa'Wcc' aus dem Systeme zweier zusam- 
menfallender Geraden, so geht der obige Satz in den folgen- , 
den über: 

Lehrsatz IX. Legt man durch die Puncte, in denen 
eine Curve dritter Ordnung von einer Geraden gescAnit'^ 
ten wird, Tangenten an die Curve^ so schneiden diese die 
Curve in drei neuen Puneten, die in einer %weiten Geraden 
liegen*). 

Berfihrt eine Gerade eine Curve der dritten Ordnung im Puncte 
a und schneidet sie einfach im Puncte a'\ so heiszt der Punct 
af' der Tangentialpunfit von a; wir können daher auch sagen: 

Lehrsatz X. Liegen drei Puncte einer Curve der drit- 
ten Ordnung in einer Geraden R, so liegen ihre Tangen^ 
tialpuncte in einer zweiten Geraden S. 

Die Gerade ^S^ heiszt der Geraden R beigeordnet (retta 
sattelite), diese dagegen heiszt die primitive. Der Durch- 
schnittspunct beider Geraden heiszt der beigeordnete. Punct 
(punto sattelite) von R, 

Ist R eine Tangente der Curve dritter Ordnung^ so fallt der 
beigeordnete Punct mit dem Tangentialpunct des Berührungs- 
punctes zusammen, und die beigeordnete Gerade ist die Tan- 
gente der Curve im beigeordneten Puncte. 

c. Fortsetzung. Wird die Gerade a"lbV eine Wende- 
taugente der Curve der dritten Ordnung, so ergibt sich der Satz: 



^) Man sehe die Abhandlung Maclaurins^ lieber die Cktrven der 
dritten Ordnung, übersetzt von Jonquiires: Afdanges de Giomätrie pure, 
Paris. 1856. p. 323. 
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Lehrsatz XI. Zieht man aus einem Wendepuncte ei- 
ner Curve dritter Ordmmg drei beliebige Transversalen, 
so schneiden diese die Curve in sechs Puncten, die in 
einer Curve der freiten Ordnung liegen. 

Liegen von diesen sechs Puncten drei in einer Geraden^ 
$0 liegen die drei übrigen ebenfalls in einer Geraden. Folglich 
gilt dann der Satz: 

Lehrsatz XU. Zieht man durch einen Wendepunct 
einer Curve dritter Ordnung drei Tangenten an die Curve, 
so liegen die drei Berührungspuncte in gerader Linie*). 

d. Fortsetzung. Liegen die Puncte a", V\ c*' in gera- 
der Linie, so liegen die andern sechs a, a*; b, b*; c, c* in einer 
Curve der zweiten Ordnung; fallen nun von diesen drei a^ b\ 
c* in einen Pnnct zusammen, so ergibt sieh der neue Satz: 

Lehrsatz XIiL Berühren^ drei Transversalen, die 
durch einen Punctia' einer Curve dritter Ordnung gehen, 
diese in drei Puncten a", b**, c*' in gerader Linie, und 
gleichzeitig in drei andern Puncten fi, by t, so hat die 
Curve der dritten Ordnung in a' eine dreipunctige Berüh- 
rung mit einer Curve zweiter Ordnung, die gleichzeitig 
durch die Puncte a, b, c geht. 

Fallen a", 6", c" in einen Wendepunct zusammen, so folgt 
aus dem letzten Satze der neue: 

Lehrsatz XIV. Jede Transversale, welche durch ei- 
nen Wendepunct einer Curve dritter Ordnung gesogen ist, 
schneidet dieselbe in %wei Puncten, in welchen diese Curve 
mit ein und derselben Curve f&weiter Ordnung %wei drei- 
punctige Berührungen hat**). 

Hieraus folgt noch: 

Lehrsatz XV. Zieht man durch einen Wendepunct 
einer Curve dritter Ordnung eine* Berührende an die 
Curve y so hat diese in jikrem- mv£iteii Berührungspuncte 



*) Maclaurin^ a. a» 0., p. 226. 
**) Poncelet, Analyse des iransversales, {Grelles Journal T. 8. Ber- 
lin, Reimer. 1832. S. 129—135.) 
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eine seehspunetige Berührung mit einer Curve der uoei- 
ten Ordnung^). 

40. Der Satz von Charles über die Tangenteo ei- 
ner Curve. Wir betrachten jetzt zweitens eine Einhüllende 
der nt' ieu Classe. Sie sei gegeben durch die Gleichung (2*) 
in Nr. 38. Dm die Tangenten der Curve» welche durch a 

gehen^ zn* erhalten, müszen wir in der Gleichung g^=0 setzen. 

Die resultierende Gleichung gibt die Werte der zweiten Coordi- 
naten der Punete 

in welchen be durch die Tangenten geschnitten wird, die durch 
a gehen. Auf diese Weise entsteht: 



a 



ac a'c a'*c a^^-^c^^ ^^ - 



Für die Punete 

in denen ca durch die Tangenten, welche durch ö gehen, ge- 
schnitten wird, erhalten wir die entsprechende Relation: 

Ja fa b"a l&(»-^)a p 

Dividiert man die Gleichung (2*) in Nr. 38. durch ( g-} und 
beachtet die Gleichung 

cc * l&c "" ca ' 

so erhält man: 






C*\m-l 






= 0. 



♦) P^acfccr, ü^tT Cwmm dritter Ordnung und analytiscke BewetsfiA' 
rung, {Cr eil es Journal T. 34. Berlin, Beimer. 1847. S. 330.) 
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Setzen wir hierin g- =0, so ergeben sich hieraus die Puncte 

io denen aö von den Tangenten die durch c gehen geschnit- 
ten i?ird. Es ist also: 



- ^^^M # I \#n ^ , , 



• -7- • ": — • • • . -7 rr— SIT T— 1)*" 



Diese drei Resultate mit einander vergiicheii liefern die 
Relation : 



0^ ^ ^ ai'>^^)ö 

Hierin liegt der Satz*): 

Lehrsatz XVI. Zieht man durch die drei Scheitel a, 
Ö9 c eines Dreiecks abc Tangenten an eine Curve der 
m-ten Classe^ weiche die Seiten öCf ca, aö befuigiich in 
den Puncten: 

c, c", c", ....,c(«-*) 

schneiden, so besteht zwischen den Abschnitten, welche 
durch diese Puncte auf den Seiten gebildet werden, immer 
die Relation (3^). 

Für m=l enthält Gleichung (3*) das Theorem des Ceva. 

Für i» = 2 hat man eine Eigenschaft von sechs Tangenten 
einer Curve zweiter Classe» und leitet daraus den Satz ab: 



*) Chasles, Gäomitriß sup&ieurey Paris, Bachelier. 1852. p. 361. 
Deutsch von Schnuscy Braunschweig, Leibrock. 1856. 
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Lehrsatz XVIL Ist eine Cfurve %weiter Ciasse einem 
Dreieck umschrieben^ so schneiden die Tangenten in den 
Scheiielpuncten die gegenüberstehenden Seiten in drei 
Puncten, die in gerader Linie liegen. 

U. s. w., u. s. w. 

41. Curvenbüschel. Es seien 

17=0, ^7 = 

die KU Gleichung (2) Nr. 36. analogen Gleichungen zweier Cur- 
ven der n-ten Ordnung. Ist X eine beliebige Grusze, so stellt 
die Gleichung 

offenbar eine nene Cnrve der is-ten Ordnung vor. Die Werte 

ac "bc 

der Coordinaten -^ und g-» welche ü und U annullieren, er- 
füllen auch die Gleichung [7-f AC^ = 0; folglich liegen die n^ 
Dnrchschnittspuncte der beiden Curven £7=0 und U^=^Q alle 
auf der Curve, deren Gleichung (7-f^l7'=:0^) ist. Da nun diese 
letzte Gleichung für jeden der unendlich vielen Werte von X 
eine Curve der it-ten Ordnung repräsentiert, so gilt der Satz: 

Lehrsatz XVIII. Durch die n* Durchschnittspuncte 
wweier Curven der n-ten Ordnung laszen sich unendlich 
viele Curven derselben Ordnung legen. 

In Nr. 34. ist gezeigt, dasz eine Curve der n-ten Ordnung 
durch iii(n-|-3) Bedingungen bestimmt ist. Der letzte Satz 
zeigt nun, dasz im Allgemeinen durch ^n(ii-f 3) Puncte nur eine 
einxige Curve der n-ten Ordnung gelegt werden kann. Gingen 
nämlich zwei Curven n-ter Ordnung durch diese Puncte, so 
müszten nach obigem Satze noch unendlich viele andere Curven 
derselben Ordnung durch sie gezogen werden können. 

Durch in(n-{-S) — l Puncte gehen nach Nr. 34. eine unbe- 
grenzte Anzahl Curven n-ter Ordnung, deren zwei sich noch 
in andern 



*) Lamij Examen des afferentes mithodes employies pour r£soudre ks 
probUhnes de giomitrie^ Paris. 1818. p. 28. 
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Puncten schneiden. Dies^ gehören daher auch alten andern 
durch die gegebenen Pancte gelegten Curven an. Das gibt 
den Satz: 

Lehrsatz XIX. Durch |n(ii-f 3) — l belieMge gegebene 
Puncte gehen eine unbegrenzte Anzahl Curven n^ter Ord- 
nung hindurch, die aus%erdem noch i(fl — l)(n — 2) be- 
stimmte Puncte gemein haben*). 

Eine jede dieser Curven ist vullig individualisiert , sobald 
auszer den gegebenen \n{n-{-Z) — \ Puncten noch ein beliebiger 
weiterer Punct derselben gegeben ist. Von der unbegrenzten 
Zahl der Curven, die durch in(n+3) — 1 Puncte gelegt werden 
können, geht also nur eine durch einen weitern beliebigen Punct. 
Der Index der durch diese unbegrenzte Anzahl Curven gebil- 
deten Reihe (S. Nr. 34.) ist daher gleich 1. Eine solche Reihe 
heiszt ein Curvenbäschel. Unter einem Curvenbüschel n-ter 
Ordnung versteht man also das System der unendHch vielen 
Curven, die durc^ |7i(n -|- 3) — 1 beliebig gegeben und damit 
auch durch noch i(n — ])(n — 2) bestimmte Puncte gehen. 

Die Gesammtheit der n^ gemeinschaftlichen Puncte eines 
Curvenbüschels heiszt die Basis des Büschels. 

Entsprechende Eigenschaften greifen bei den Curven einer 
bestimmten Classe Platz. Die m^ gemeinschaftlichen Tangen- 
ten zweier Curven »i-ter Classe berühren eine unbegrenzte An- 
zahl anderer Curven derselben Classe, es gibt aber nur eine 
Curve der ^-ten Classe, welche \m{m-yZ) Gerade berührt. Alle 
Curven der m-\en Classe, die ^»»(fit-f 3) — 1 gegebene Gerade 
berühren, haben noch \{m — l)(»i~2) bestimmte gemeinschaft- 
liche Tangenten , u. s. w. 

Weitere FundamentalsätKe über ebene Ciurren« 

42. Der Satz von Jacobi. Von den in(n-f 3) Puncten, 
welche eine einfache Curve der n-ten Ordnung bestimmen, kein- 



♦) Pliickerj Analytisch 'geometriscke Entwicklungen^ 1. Bd. Essen, Bft- 
decker. 1828. S. 229. 
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nen nur huchstens fi.p— i(j!i— l)(ii— 2) in einer Cnrve der p-ten 
Ordnung liegen, P'^IL Denn liegen 

Puncto in einer Curve der p-ten Ordnung, PK^» Bo bestimmen 
die noch übrigen 

in(n+3)-«.ii+i(ii-l)(p-2)-l = 4(n-p)(«-p+3) 

Puncte nach Nr. 34. eine Curve der (n — |i)-ten Ordnung, die 
mit der gegebenen Curve der p-ten Ordnung einen Ort der 
fi-ten Ordnung darstellt^ der durch sämmtlicbe gegebene Puncte 
geht. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz 1. Auf einer Curve p-ter Ordnung kann man 
nicht mehr als 

np-i(p-i)(i^~2) 

Puncte willkürlich annehmen y wenn durch dieselben eine 
einfache Curve der n^ten Ordnung, n^p, gelegt werden 
soll *). > 

43. Der Satz vonPlücker. Es seien zwei Curven von 
den Ordnungen p und q gegeben und es sei p-\rq=:-n. Auf 
dem Orte der n-ten Ordnung, den beide Curven zusammen dar- 
stellen, nehmen wir |n(n+3) — 1 willkürliche Puncte an. .Durch 
diese Puncte geht eine unbegränzte Anzahl von Curven der 
n-ten Ordnung (Nr. 41), die noch i(ii — l)(n— 2) weitere Puncte 
gemein haben, weiche auf beiden gegebenen Curven verteilt lie- 
gen. Von den \n{n-\'2i) — 1 willkürlichen Puncten wollen wir 
annehmen, es lägen np — g auf der Curve der jE^-ten und n^g — h 
auf der Curve der ^-ten Ordnung, so müszen nach dem Obigen 
g und h zwei positive ganze Zahlen sein, die der Bedingung : 

(1) ^ + Ä=i(«-.l)(ii--2) 

genügen. Solleu die Curven nun durch die Puncte, die in ihnen 
liegen, bestimmt sein, so müszen die Beziehungen 



*) Jacohiy De rehttionibus^ qucte locwn habere debent inter puncta inter- 
seetionis dtiarum curvarum cet. (^Grelles Journal T. 15. Berlin, Beimer. 1836. 
S. 292). 
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bestehen. Aus ihnen folgt: 

Setzen wir hierin die Werte ein« welche för ff und h aus Glei- 
chung (I) folgen, 80 gibt das: 

Ä^4(^-l)(^-2), 

ir>i{l?-l)(l^-2), 

und damit sind die Grenzen gegeben, zwischen denen ff und h 
liegen inuszen. So ist ff eingeschloszen durch die untere Grenze 
i(p — l)(p — ^) und die obere Grenze i(/?—l)(j!?—2)+j!i(«—p)—l, 
und ist ff bekannt, so ergibt sich A aus Gleichung (1). Hieraus 
flieszt der Satz*): 

Lehrsatz 11. Äile Curven der Ordnunff n=p + g, 
die man durch n.p—ff Puncte einer Curve der p^ten und 
durch n.g—h Puncte einer Curve der g-ten Ordnung le- 
gen kann, schneiden die erste Curve noch in ff und die 
zweite Curve noch in h festen Puncten. 

a» Folgerung 1. Aus diesem Satze folgt augenblicklich 
der neue: 

Lehrsatz 111. Damit durch die n^ Durchschnittspuncte 
zweier Curven der n-ten Ordnung das System zweier 
Curven der p-ten und {n-^p^ten Ordnunff ffeiefft werden 
könne j ist es noHff, aber auch hinreichend, dasz von die- 
sen Durchschnittspuncten n.p — ff der Curve p-ter Ord- 
nunff und n(n^p)^h der Curve (n—p^ter Ordnunff an- 
ffehoren. 



") Plüchery Theorie der algehraiscfien Curven, S. 11. 
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Ö. Folgerung 2. Hat g seinen kleinsten Wert, so kann 
man die letzten Sätze auch (olgendermaszen faszen: 

Lehrsatz IV. Jede Curve der n-ten Ordnung, die durch 
«.p— i(j»— I)(p— 2) Puncie einer Curve der p-ten Ord- 
nung gelegt ist, p<,n, schneidet diese aus%erdem noch 
in iip — l)(p —2) festen Puncten. 

Odert 

Lehrsatz V. Wenn von den n^ Durchschnittspuncten 
»weier Curven der n-ten Ordnung n^p—\{p — l)(p— 2) 
in einer Curve der p-ten Ordnung Hegen, pK^n, so liegen 
davon auf derselben noch weitere \{p^\){p — 2), und die 
übrigen Mn —p) Puncto liegen auf einer Curve der (n—p)- 
ten Ordnung. 

44. Der Satz von Cayiey. Die Sätze der letzten Nuni- 
nier sind endlich in dem folgenden allgemeinern Satze enthalten: 

Lehrsatz VL Befinden sich von den Durchschnitts^ 
puncten zweier Curven Cn von der n-ten und Cm von der 
m-ten Ordnung, m'^n, «t.p — i(»i+j»— «--l)(m+ii--ii--2) 
auf einer Curve Cp von der Ordnung p < n, so liegen auf 
dieser Curve noch weitere 

i{m + p—n — iKm+p— n— 2) 

Puncte, und die iibfigen min—p) Puncte liegen auf einer 
Curve der (n'—p)-ten Ordnung. 

Denn beschreibt man durch i(ii— m)(n— 1»~|-3) der (n — m)p 
Durchschnittspunctc der Curven Cp und Cn, die sie nicht mit 
Cm gemein haben, eine Carve Cn-m der (n— I7i)-ten Ordnung, 
so haben wir zwei Orte der it-ten Ordnung, Cn und Cn-f-^A-M* 
Die Curve Cp enthält nun 

mp— i(i»+/?— n— l)(m+j!>— n— 2) + 4(ii — m)(« — »1+3) 

= n.p^i(p^\)(p^2) 

Dnrchschnittspuncte beider Orte. Folglich enthält sie nach Nr. 436. 
noch weitere i(p—])(/^ — 2) Durchschnittspuncte, nämlich 

Cremona, Ebene Curven. 5 
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die Ca und Cm gemeinschaftlich haben, und 

(n— »!)/?— 4(n — »i)(ii— »1+3), 

die Cn und Cn^m gemein sind. Alle Uebrigen liegen dann auf 
einer Curve der (n — j9)-tea Ordnung. 

Aus diesem Satze folgt, dasz durch die 

»i •l'— 4(»» +/>— w— l)(i»+p— n — 2) 

gegebenen, den Curven Cnt Cmt Cp gemeinschaftlichen Puncte 
noch 

ebeojl&lls diesen Curven gemeinschaftliche Puncte bestimmt wer- 
den^y/t>iese Hetzte» Puncte sind aber unabhängig von Cn allein 
durch die Curven Cm und Cp bestimmt, und es gilt daher der Satz: 

Lehrsatz VII. Jede Curve der n-ten Ordnung, die 
durch 

»» •!> — i(«» +P— »-^ *)(*» +1> — « — 2) 

Durchschnittspuncte %weier Curven der m^ten und p-ten 
Ordnung^ m<,n und P'^n vorausgeseM, beschrieben isif 
geht auch durch sämmtliche übrige DurehschnUUpuncte 
dieser beiden Curven^). 

45. Anwendungen. Die soeben bewiesenen Sätse sind 
durch ihren vielfachen Gebrauch in der Theorie der Curven von 
der allergroszesten Wichtigkeit. Wir begnügen uns hier, einige 
Interessante Beispiele hinzuzufügen. 

a, Folgerung]. Schneidet man eine Curve der n-ten 
Ordnung durch zwei Transversalen bezuglich in den Puncten: 

a^ bf c, ...., n; 

€t f V ß Cr , . ■ • ., VW , 

und betrachtet das System von n Geraden: 

€Ui'i bb'y c&y ...., nn' 

♦) Cayley, (Cambridge and Dublin Mathematical Journal, Vol. IH., 
1843, p.2ll). 
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als einen Ort der n-ten Ordnung^ so liegen nach Nr. 436, die 
übrigen üurchschnittspuncte dieser Geraden mit der gegebnen 
Curve in einer Curve der (n — 2)-ten Ordnung. Läszt man die 
Punete a', ö\ & , ,...,n* respective mit a, b, c, ....^n zusam* 
Tnenfallen^ so entsteht: 

Lehrsatz Vill. Legi man durch die Puncte, in denen 
eine Curve n-ter Ordnung von einer Geraden geschnitten 
wirdy Tangenten an die Curve, so schneiden diese dieselbe 
noch in n(ii— '2) weitern Puncten, die sämmtHch auf einer 
Curve der (n— 2)-/^« Ordnung liegen*). 

b, Folgerung 2. Auf analoge Art beweist man den all- 
gemeinen Satz: 

Lehrsatz IX. Legt man durch die Puncte in denen eine 
Curve der n-ten Ordnung von einer Curve der n'^ten Ord- 
nung geschnitten wird, eüe Tangenten der ersten Curve, so 
schneiden dieselben diese Curve in noch n.n'(n— 2) Puncten,. 
die alle auf einer Curve der n\n — "lyten Ordnung Hegen. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem am Anfang von Nr. 44* 
bewiesenen Satze, sobald man den Complex der n.n' gemein- 
schaftlichen Tangenten als einen Ort der n.nMen Ordnung, 
und die doppelt gezählte Curve der n'-ten Ordnung als einen 
Ort der 2n'-ten Ordnung auffaszt. 

c. Folgerung 3. Die Sätze von Pascal und ßri- 
anchoii. 

Lehrsate X. Ist eine Curve dritter Ordnung durch 
die Seheitel eines Sechsecks und durch sswei der drei 
Puncte, in denen sich Je %wei gegenüberstehende Seiten 
schneiden, beschrieben, so geht sie auch durch den dritten 
dieser Puncte. 

Denn die erste, dritte und fünfte Seite des Sechsecks bil- 
den einen Ort der dritten Ordnung, einen zweiten Ort der drit- 
ten Ordnung liefern die drei übrigen Seiten des Sechsecks. 
Die neun Durchschnittspuncte dieser beiden Orte sind die sechs 

Scheitel des Sechsecks und die drei Durchschnittspuncte der 

* 

*) Poncelet^ Analyse des transversales^ p. 3'87. 
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gegenfiberliegenden Seiten. Von diesen liegen nach der Vor- 
aussetzung acht in der gegebenen Curve» diese enthält also 
nach Nr. 41. auch den neunten, q. e. d.*). 

Liegen die sechs Scheitel in einer Curve der zweiten Ord- 
nung, so liegen nach Nr. 436. die übrigen drei in gerader Linie. 
Dies gibt das berühmte Theorem von Pascal; 

Lehrsatz XI. Die Gegenseiten eines in eine Curve 
zweiter Ordnung eingeschriebenen Sechsecks schneiden 
sich in drei Puncten, die in gerader Ldnie liegen**). 

Aus diesem folgt mittelst des Princips der Dualität der Satz 
von Brianchon***): 

Lehrsatz XII. Die drei Geraden, welche die gegen- 
überliegenden Scheitel eines um eine Curve der %weiten 
Classe beschriebenen Sechsecks verbinden, schneiden sich 
in demselben Puncte. 

d> Folgerung 4. Eis sei ein Sechseck einer Curve dritter 
Ordnung eingeschrieben; 1, 2, 3, 4, 5, 6 seien die Scheitel; a, 
by C bezüglich die Durchschnittspuncte der Gegenseiten [12*45], 
["23* 56], [34*61]. Läszt man nun die Puricte 1 und 2 sowie 
4 und 5 zusammenfallen, so bilden die Puncte 1, 3, 4, 6, b, c 
die Scheitel eines vollständigen Vierseits und a ist der Durch- 
schnitt der Tangenten in den Puncten 1 und 4. Das gibt 
den Satz: 

Lehrsatz XIII. Ist ein vollständiges Vierseit einer 
Curve dritter Ordnung eingeschrieben, so schneiden sich 
die Tangenten der Curve in %wei gegenüberliegenden Schei- 
teln in einem Puncte der Curve f). 



*) Poncelet, o. a. 0, p. 132. 

**) Pascal., Essais pour les coniquesm den Oeuvres de Blaise Pascal. 
A la Haye. Chez Detane M.DCC.LXXIX. t. 4. p. 1— 7. — Man sehe auch: 
Weissenborn, die Projection in der Ebene, Berlin, Weidmannsche Buch^ 
handlnng 186S. Vorrede S. Vm— XVII. 

***) Brianchon, JoumcU de VEcole polytechnique , Cah. 13, pag. 301, 
Paris 1806. 

t) Maclaurin, a, a, 0, p. 237. 
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Es seien jetzt a, b, c\ af, b\ & die Sclieiter eines in eine 
Curve dritter Ordnung eingeschriebenen vollstfindigen Vierseits ; 
0,0,0 seien in gerader Linie; it*, ö\ c* die Scheitel, \velche 
ihnen bezuglich gegenüberliegen. Nun schneiden sich die Tan- 
genten in den Puncten a und a'\ b und b*\ c und e* nach dem 
Obigen in drei Puncten a, 6, t der Curve. Nach Nr. 39Ä. lie- 
gen aber, wenn die drei Puncte a, b, C einer Curve dritter Ord- 
nung in gerader Linie liegen, ihre Taugentialpuncte a, 1^, c 
ebenfalls in einer Geraden, und ivir haben also den Satz: 

L ehrsa tz XIV. Ist ein vollständiges Vierseit einer Curve 
der dritten Ordnung eingeschrieben, so schneiden sich die 
drei Paare von Tangenten durch die sich gegenüberliegen- 
den Scheitel in drei Puncten der Curve, die in gerader 
Linie liegen, 

§. 10. 
ESrzeayuni^ ebener Curven« 

46. DoppelverhHitnisz von vier Curven eines Bü- 
schels. In Nr. 4L verstanden wir unter Curvenbilschel der 
n-ten Ordnung das System der unendlich vielen Curven der 
12-ten Ordnung, die durch dieselben n^ Puncte gehen. £i|i Cur- 
venbüschel ist also ein geometrisches Gebilde, deszen einzelne 
Elemente Curven n-ter Ordnuni^ darstellen, die durch ^»(n-f 3)— 1 
gegebene Puncte und damit auch durch i{n — l)(n — 2) andere 
feste Puncte gehen. 

Jede Curve des Büschels ist vollständig individualisiert, so- 
bald ein Punct gegeben ist, durch den sie gehen soll. Nehmen 
wir an, dieser Punct läge auf einer Geraden, welche durch ei- 
nen Punct der Basis geht, und zwar diesem Puncte unendlich 
nahe, so ist die Curve durch ihre Tangente in dem Basispuncte 
gegeben. Legen wir daher durch einen Basispunct des Büschels 
eine beliebige Gerade, so gibt es nur eine Curve des Curven- 
büschels, welche diese Gerade in dem bestimmten Puncte be- 
rührt. Wir construieren jetzt das Stralenbüscbel, das durch 
die sämmtlichen Geraden, welche durch einen Basispunct ge< 
legt werden können, gebildet wird, und nennen jeden Stral des 
Stralenbüschels derjenigen Curve des Curvenbüschels entspre- 
ehend, die ihn im Basispuncte berührt. Dann entspricht offen- 
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bar jedem 8tral des Stralenbaschels eine eimige Ciirve des 
Curvenbüsehels, und umgekehrt jeder Carve des Curvenbuschels 
nur ein Stral des Stralenbäschels. Folglich bilden Stralenbiischel 
und Curvenbüscbel zwei projectivische geometrische Gebilde. 

Betrachten wir zwei ßasispnncte und die Straleiibüschel, 
deren iVlittelpuncte sie sind^ und nennen diejenigen Stralen der 
beiden Stralenbiischel entsprechende Straten^ die dieselbe Curve 
des Curvenbiiscbels in den beiden Basispuncten berühren, so 
sind die beiden Stralenbiischel offenbar projectivische das heiszt, 
die n^ StralenbiSschel^ deren Mittelpuhcte die n^ Basispuncte 
bilden, sind sämmtlich unter sich und mit dem Curvenbiischel 
projectiviscb. 

Dies vorausgesetzt, verstehen wir unter Doppelverkäiinis% 
von vier Curven eines Curvenbüsehels das Doppelverhältnisz 
der vier entsprechenden Stralen eines der n^ zu dem Curven* 
büschel projectivischen Stralenbüschei. 

47. Zusammenfallen zweier Basispuncte. Es mö- 
gen zwei Basispuncte sich einander unendlich nähern, das 
heiszt, die Curven des Buscheis mögen sich in einem Puncte 
a berühren, Ist dann A die gemeinschaftliche Tangente aller 
dieser Curven, so haben alle Curven in a zwei unendlich nahe 
Puncte mit der Tangente A gemein, so dasz sich also immer 
eine Curve bestimmen läszt, welche durch einen dritten zu a 
unendlich nahen Punct von A geht, die also mit A m a eine 
dreipunctige. Berührung hat. Ebenso läszt sich immer eine 
Curve bestimmen, welche mit einer zweiten beliebigen durch a 
gelegten Geraden B einen dem Puncte a unendlich nahen Punct 
gemein hat, die also im Allgemeinen nach Nr.31. in a mit jeder 
andern durch a gelegten Geraden zwei zusammenfallende Puncte 
besitzt, und damit ist der Satz erwiesen: 

Lehrsatz I. Unter allen Curven eines Curvenbüsehels, 
die sich in einem Puncte a berühren, gibt es eine, ßr 
welche a ein Wendepunct, und eine, für welche dieser 
Punet ein Doppelpunct ist. 

48. Der Basispunct als Doppelpunct für alleCur- 
ven des Büschels. Es kann sich ereignen, dass ein Basis- 



Nr. 46 — 49.] Die Grundprinclpien. 71 

puDct für alle Ciirven des Curvenbuschels ein Doppelpunct ist; 
dann gilt dieser Punet nach Nr. 32. für vier der Durchschnitts- 
pnnete zweier beliebiger Curven des Bäschels, die übrigen Ba- 
sispuncte sind also in diesen) Falle noch rfi — 4. Nun ist klar^ 
dasz die Tangentenpaare der einzelnen Curven in dem gemein- 
sefaaftlichen Doppelpuncte eine quadratische Involution bilden. 
Eine solche enthält aber immer zwei Doppelstralen, und es gibt 
also zwei Curven des Curvenbüschels, für welche a eine Spitze 
bildet. 

Haben alle Curven des Curvenbü'schels in dem Doppelpuncte 
a eine gemeinschaftliche Tangente, so bestimmt jede durch 
a gelegte Gerade, als zweite Tangente betrachtet, eine Curve 
des Buscheis. In diesem Falle gibt es also nur eine Curve, 
für welche a eine Spitze bildete 

Haben alle Curven des Büschels im Doppelpunct a diesel- 
ben zwei gemeinschaftlichen Tangenten A und A'^ so läszt sich 
eine dieser Curven so bestimmen, dasz eine Gerade, die durch 
a gelegt, aber von A und A' verschieden ist, mit derselben 
drei gemeinschaftliche Puncte besitzt. In diesem Falle gibt es 
also nach Nr. 31. eine Curve des Büschels, für welche a ein 
dreifacher Punct ist. Dies gilt natürlich auch dann noch, wenn 
die beiden Tangenten A und A' in eine gemeinschaftliche Tan- 
gente zusammenfallen, das heiszt, wenn der Punct a für alle 
Curven des Curvenbüschels eine Spitze bildet. 

Dem analog gilt der allgemeine Satz: 

Lehrsatz 11. Ist a ein r-facher Punct für alle Curven 
eines Curvenbüschels, und haben diese daselbst r gemein" 
sehaftliche Tangenten, so gibt es immer eine Curve des 
BüscAets, ßr welche a ein (r + lyfacher Punet ist. 

49. Involution auf einer Trans'versale durch ein 
Curvenbüschel erzeugt. Schneidet eine beliebige Transver- 
sale die Ciirven eines Curvenbüschels der n-ten Ordnung, so bil- 
den die Durchschnitte derselben mit jeder Curve der nten Ord- 
nung eine Gruppe von n Puncten. Die Gesammtheit aller dieser 
so gebildeten Gruppen von n Puncten stellt eine Involution des 
n-ten Grades dar. Denn durch jeden Punct J der Transversale 
geht eine einige Curve des Büschels, welche diese Transver- 
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sale in den fibrigen n — 1 Puncten der Gruppe^ zu welcher/ 
gebürt, scbneidet. Jede Gruppe ist also durch einen einzigen 
ihrer Puncte vollständig bestimmt, und dies ist genau das in 
Nr. 21. angegebene charakteristische Kennzeichen der Involution*). 

Die Involution, die auf diese Weise entsteht, enthält nach 
Nr. 22. 2(n — 1) Doppelpuncte, wir haben also den Satz: 

Lehrsatz 111. Unter den Curven eines Büschels der 
n-ten Ordnung gibt es immer 2(n — 1), die eine gegebene 
Gerade berühren. 

Offenbar sind das Curvenbüschel n-ter Ordnung und die 
Involution n-ten Grades, die von demselben auf einer beliebigen 
Transversale bestimmt wird, zwei projeetivische geometrische 
Gebilde, das heiszt, die Doppelverhältnisze von vier Curven 
des Büschels und von den vier entsprechenden Punctgruppen 
der Involution, in denen sie eine beliebige Gerade schneiden, 
sind einander gleich. 

Zwei Curvenbüschel heiszen projectivisch , wenn sie be- 
züglich zu zwei projectivischen Stralenbüscheln projectivisch 
sind, das heiszt, wenn jeder Curve des einen Büschels nur 
eine Curve des andern Büschels entspricht und umgekehrt. 
Folglich sind offenbar die Doppelverhältnisze von vier Curven 
des einen und von den vier entsprechenden Curven des zweiten 
Curvenbüschels einander gleich, und die beiden Involutionen, 
w^elche zwei projeetivische Curvenbüschel auf derselben oder 
auf zwei verschiedenen Geraden bestimmen, projectivisch. 

50. Ort der Durchschnittspunete zweier projec* 
ti vi sc her Curvenbüschel. Wir bestimmen zunächst die 
Ordnung des Ortes der Durchschnittspunete der correspondie- 
renden Curven zweier projectivischer Curvenbüschel der n-ten 
und n'-ten Ordnung. Zu diesem Zwecke schneiden wir beide 



♦) Diese wichtige Eigenschaft, dasz die Punctgruppen, in der eine Trans- 
versale die Curven eines Curyenbüschels schneidet, in Involution sind, ist 
in dieser Allgemeinheit schon von Poncet et (Comptes rendns, 8. Mai 1843, 
p. 953) ausgesprochen. Sturm hat diesen Satz för die Kegelschnitte bewie- 
sen: Memoire sur les lignes du second ordre (Annales de Gergonne, t 17, 
Nismes 1826—27, p. 180). 
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Büschel durch eine Transversale. Hierdurch entstehen zwei 
projectivische Involutionen vom n«ten und uMen Grade, die nach 
Nr. 24^. nfn' gemeinschaftliche Puncte haben. Auf der gege- 
benen Transversale liegen also n+n' Puncte« durch welche je 
zwei entsprechende Curven der beiden Curvenbüschel hindurch 
gehen, das heiszt n-\-n* Puncte des gesuchten Ortes. Dieser Ort 
ist demnach eine Curve Cn-\-n' der (it-f nO-ten Ordnung*). Sie 
geht durch sämmtliche Basispuncte der beiden Curvenbüschel, 
da ein jeder dieser Puncte auf allen Gurven des einen Buscheis 
und auf je einer Curve des andern Büschels liegt**). 

a. Zerlegung des Ortes in Curven niederer Ordr 
nung. Die resultierende Curve der (nH-^O'^^*^ Ordnung kann 
oftmals in Curven von niederer Ordnung zerlegt werden. So 
sind z. B.y wenn die einander entsprechenden Curven der bei- 
den Büschel sich beständig auf einer Curve der r-ten Ordnung, 
r<n-fn^ schneiden, die übrigen Durchschnittspuncte alle auf 
einer zweiten Curve der («+«'— r)-ten Ordnung gelegen, und 
diese und die obige Curve der r-ten Ordnung bilden zusammen 
den vollständigen, durch die beiden Curvenbüschel erzeugten 
Ort der (f»-|-i»0-ten Ordnung. 

6. Anderer Fall der Zerlegung. Diese Zerlegung 
greift auch dann Platz, wenn die beiden projectivischen Curven- 
büschel , die wir jetzt von derselben Ordnung n voraussetzen, 
eine gemeinschaftliche Curve haben, die sich selbst zugeordnet 
ist. Dann kann man jeden Punct dieser Curve als gemeinschaft- 
lichen Punct zweier entsprechender Curven auffaszen, und der 
Ort der Durchschnittspuncte von je zwei der übrigen entspre- 
chenden Curven der beiden Büschel ist in diesem Falle eine 
Curve der n-ten Ordnung. 

Diese Eigenschaft kann man auch auf folgende Art aus- 
sprechen : 



*) lieber diese Methode, die Ordnung eines geometrischen Ortes zu be- 
stimmen, sehe man Poncelet, Analyse des transversales, p. 29. 

♦*) Chasles, Consirttction de la courbe du 3»«« orudre etc, (Comptes ren- 
dos, 80. Mai 1853). — Sur les courbes du 4*"« et du ^me ordre e(c. (Comptes 
renduSi 16. aott 1853). — Jonquihres, Essais sur la g^n&ation des cour- 
bes etc. Paris, 1858, p. 6. 
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Lehrsatz IV. M eine Curve H durch die gemetn- 
eekaftUeken Puneie mceier Curven U und V und gleich%et' 
iig durch die gemeiusehafMehen Punete %weier anderer 
Cwrven V und T öesekrieöen, eo liegen die DurckschnHU' 
punete der Curven ü und U', sowie die der Curven V und 
V sämmiUeh auf einer und derselben weiien Curve K. 

Natürlich sind alle diese Curven von derselben n-ten Ord- 
nung angenommen. 

51. Einflusz zusammenfallender Durchschnitts- 
p.uncte. Schneiden ivir wiederum» wie soeben> zwei gegebene 
projectivische Gurvenbiischel durch eine Transversale R, so 
erhalten wir zwei projectivische Involutionen, deren n-j-n' ge- 
meinschaftliche Punete die Durchschnittspuncte der Transver- 
sale B mit der durch die Durchschnittspuncte der entsprechen- 
den Curven erzeugten Curve (7n4«' sind. Es liege nun auf B 
ein Puncto, in welchem r Durchschnittspuncte der sämmtiichen 
Curven des ersten Büschels und r* dieser Durchschnittspuncte 
für sämmtliche Curven des zweiten Buscheis mit der Geraden 
R zusammenfallen, gleichzeitig habe eine Curve Cu des ersten 
Büschels in r-^s Punete mit R gemein, und die ihr entspre- 
chende Curve Cu' des zweiten Büschels und R ebenfalls r' -|- s* 
mit o zusammenfallende Durchschnittspuncte, dann fallen nach 
der in Nr. 24c, und d,, gegebenen Auseinandersetzung r-fr'i'^ 
oder r-^-r' + s* Durchschnittspuncte der Transversale il und der 

Curve Cni-n' mit zusammen, je nachdem s^s' ist. 

Aus diesem allgemeinen Satze folgen eine bedeutende Zahl 
weiterer Sätze. Wir beschränken uns darauf, diejenigen hier 
auszusprechen, deren wir später ben«)tigt sein werden. 

a. Folgerung 1. Es sei ein Basispunct des ersten 
Büschels, Cn' die Curve des zweiten Büschels, die durch o ii^eht, 
Cn die entsprechende Curve des ersten Büschels und R die 
Tangente der Curve Cn im Punete 0. Dann folgt aus dem Obi- 
gen (r=zl, r' = 0, « = 1, «' = !), dasz R auch Tangente von 
Cm^^n' in ist. 

ö. Folgerung 2. Die Curven des ersten Büschels gehen 
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durch und haben daselbst eine ^roeiDschaftliche Tangente, 
es ist also unter ihnen nach Nr. 47. eine Cn, ffir die o ein Doppel- 
punct ist Geht die entsprechende Cnnre Cn* des zweiten Bü- 
schels ebenfalls durch o, so schneidet nach dem allgemeinen 
Satze Jede beHehiffe durch o gezogene Gerade (r=ly r'=0, 
^ = 1, ^'=1) die Curve Cn^n' in zwei mit zusammenfallenden 
Puncten, o ist also für Cn-{^' ein Doppelpunct. 

c. Folgerung 3. Hat unter den vorigen Voraussetzungen 
Cn' in einen vielfachen Puncto so folgt für eine der beiden 
Tangenten in von Cn aus dem allgemeinen Satze (r = 1, 
r^=0, « = 2, y>]), dasz dieselbe mit Cn^n* drei Puncto, die 
mit zusammenfallen, gemein bat. Cn-f-n' hat also mit Cn nicht 
nur den Doppelpunct o gemein, sondern auch die beiden Tan« 
genten des Doppelpunctes. . 

d. Folgerung 4. Unter der Voraussetzung in b. sei R 
in o eine geroeinschaftüche Tangente der Curven des ersten 
Büschels und auch eine der Tangenten an die beiden Zweige 
von Cii, dann ist sie auch (r=:2, r'=sO, *=1, ^' = 1) Tan- 
gente eines der beiden Zweige von Cn^-n'* 

€• Folgerfing 5. Berührt auszerdem die zweite Tangente 
von Cn in dort auch die entsprechende {7ns so folgt, dasz 
diese Gerade (r= 1, r' = 0, ^ = 2, «' = 2) die Tangente des 
zweiten Zweiges der Cn-f.«' ist. Folglich hat d^-ns wenn für 
Cn beide Tangenten durch in die Gerade R zusammenfallen, 
die als gemeinschaftliche Tangente aller Curven des ersten 
Büschels vorausgesetzt war, und diese im Puncte auch Cn' 
berührt, in eine Spitze, und R ist die Rückkehrtangente. 

/. Folgerung 6. Es gehen die entsprechenden Curven 
Cr und Cn' dieselbe Anzahl /-mal durch den Punct 0. Eine 
beliebige Gerade R durch gezogen hat dann (r = r' = 0, 
# = ^ = 10 ^ ™'*l^ Cn^n' i Puncte gemein, folglich ist o auch 
ein /-facher Punct von Cni^n'- 

g. Folgerung?. Geht Cn /-mal, Cn* aber f-mal durch 
Oy t^if so ist der Punct o oatfirlich immer noch ein t^facher 
Punct von Cn^'> Betrachten wir nun eine der Tangenten von 
Cn in o, 80 ergibt das allgemeine Theorem (r=r'=sO, s:s:i+l, 
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^>Q, dasz diese Tangente i'-|-l Püncte mit Cn+w in o gemein 
hat> dasz also die Tangenten an die i Zweige von Cn auch die 
i Zweige von Cn-{-n* in berühren. 

Ebenso würde man aueh das in der folgenden Nummer Ge- 
sagte beweisen können. 

52. Einflusz gemeinschaftlicher ßasispnncte. Ha^ 
ben die Basen der beiden Curvenbuschel einen Punct a ge- 
mein, und ist derselbe för die Curven des ersten Büschels ein 
r-facher, für die des zweiten Büschels ein r'-facher Punct, so 
hat jede Curve des ersten Büschels in a eine Gruppe von r 
Tangenten. Die entsprechenden Gruppen für die einzelnen 
Curven dieses Büschels bilden eine Involution r-ten Grades, 
ebenso bilden natürlich die Tangenten an die Curven des zwei- 
ten Büschels in a eine Involution des r'-ten Grades. Diese 
beiden Involutionen haben nun nach Nr. 24*6. r-|-r' gemeinschaft- 
liche Straten, deren jeder, da er in a zwei entsprechende Cur- 
ven der beiden Büschel berührt, auch in demselben Puncte die 
Curve Cn-\-n' berührt. Diese Curve hat daher r-i-r' Zweige, 
die sämmtlich durch a gehen, und die Tangenten dieser Zweige 
bilden die gemeinschaftlichen Stralen der beiden Involutionen. 

a. Besonderer Fall. Hieraus folgt, dasz, wenn alle 
Curven eines Büschels in a eine gemeinschaftliche Tangente 
haben, diese auch Tangente von Cn^n' ist. Sind nun alle r 
Tangenten ii^. a für die Curven des ersten Büschels gemein- 
schaftlich, also auch Tangenten an die Curve Cn-^-n'» so sind 
offenbar nach Nr. 48. die r' übrigen Tangenten dieser letzteren 
Curve die r* Tangenten der Curve Cn* des zweiten Büscheb, 
welche der Curve Cn des ersten Büschels entspricht, für iveiche 
a ein (r -|- ])-facher Punct ist. 

53. Aufgabe eine Curve von bestimmter Ordnung 
zu construieren. Das wichtige Theorem in Nr. 50. führt ganz 
natürlich auf die Aufgabe: 

Es sind soviel Puncte gegeben, als nötig sind, damit durch 
sie nur eine einzige Corve der (n-f nO-ten Ordnung gelegt 
werden kann; man soll zwei projectivische Curvenbuschel von 



Nr. 51g— 54.] Die Grundprincipien. 77 

der n»ten und n'-ten Ordnung construieren, welche durch die 
Durchschnittspuncte der entsprechenden Curven die gesuchte 
Curve erzeugen. 

Ist diese Aufgabe gelcist^ so folgt unmittelbar: 

Lehrsatz V. Jede Curve einer bestimmten Ordnung 
n-\-n* läsfst sich durch die Durchschnittspuncte der ent- 
sprechenden Curven zweier projectivischer Curvenbüschel 
der n'ten und n'-ten Ordnung erzeugen* 

Die Losung der gestellten Fundamental -Aufgabe hängt 
von einigen Lehrsätzen ab, die Chasles und Jonquieres 
aufgestellt haben, zu deren Darlegung wir jetzt übergehen. Da 
für die Curven der zweiten Ordnung, wie weiter unten In Nr. 59. 
gezeigt werden soll, der Satz in Mr. 50. zur Lösung hinreicht, 
so brauchen wir die nachfolgenden Sätze nur für Curven, deren 
Ordnungszahl n -{■ n' gruszer als 2 ist, zu beweisen. Es ist 
also für das Folgende anzunehmen ertaubt, il-hA' sei nicht 
kleiner als 3. 

54. Der erste Satz von Chasles. L Fall. Auf einer 
Curve der (it-|-ftO-ten Ordnung Cn^nr nehmen wir n^ Puncte an 
und betrachten sie als Basis eines Curvenbüscbels n-ter Ord- 
nung. Wir setzen dabei voraus, es sei A>n'. Sind nun Cn und 
Cn zwei Curven dieses Buscheis, so liegen nach Nr. 44. n,n' der 
Durchschnittspuncte der Curven Cx-fii' und Cn auf einer Curve 
Cn* der n'-ten Ordnung, da die übrigen n^ Durchschnittspuncte 

auf Cn liegen. . Die Curve Cn' ist nun bestimmt, /wemi' n^i(ii''{-3), 

also n.ft'^in'(fi'-|-3) ist, n>ii' vorausgesetzt*). Analog gilt 

der Satz: von den n{n-{-n') Durhschnittspuncten der Curven 
Cni^n' und Cn liegen n^ auf Cn\ die andern n,n* liegen also auf 
einer Curve Cn» von der n'-ten Ordnung. 

Die beiden Orte der (n + ^O'^^" Ordnung, Cn-\-(?n' und 
C^n+Cns schneiden sich in (ii-|-ii')^ Puncten. Von diesen liegen 

n«+2».n' = »(2»' + «) 



Für n = 2, «'=1 ist n = J(n'+8), in allen andern Fällen »>i(«'+3). 
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aof C»fft'> da nun 

«(n+2«0>4(«+»0(« + «'+3)— 1*) 

ist, 80 liegen auch nach Nr. 41. die n*^ andern Durchschnittspuncte 
der beiden Orte, das beiszt, die n** Durchschnittspuncte von 
C^ und Cnr auf (m^ und bilden die Basis eines Büschels von 
der it'-ten Ordnung. Wir haben somit auf Cn-^n* zwei Systeme 
von Puncten. Das eine von n^ Puncten bildet die Basis eines 
Büschels der n-ten Ordnung, das andere von n*^ Puncten die 
Basis eines zweiten Curvenbüschels der Ordnung n'. Jede 
Ctirve Cn des ersten Büschel schneidet Cn-|-n' in weitern n.n' 
Puncten, welche eine Curve Cn' des zweiten Büschels bestim- 
men; und umgekehrt, die zweite Curve bestimmt die erste. Die 
beiden so bestimmten Curvenbüschel sind daher projectivisch, 
und die Durchschnittspuncte der entsprechenden Curven liegen 
somit alle auf der Curve Cn^n'* 

a. Der erste Satz von Chasles. II. Fall. Wir neh- 
men jetzt zweitens an, es sei n'^it'. Jede durch die n^ Puncte 

von Cn-^-nf gelegte Curve Cn schneidet dann diese Curve in noch 
weitern n,n' Puncten, die aber in diesem Falle nicht von ein- 
ander unabhängig sind, da nach Nr. 4J. und Nr. 42. jede Curve, 
welche durch n.n'— *i(fi — l)(n — 2) derselben beschrieben ist, 
auch alle andern enthält. Nehmen wir also beliebig andere 

i«'(n'+3)-l«.ii'-i(«-1)(n— 2)!=:l(«'-«+l)(n'-«+2), 

Puncto an, so liegen alle diese 

i{n'(n' + 3) + (n-l)(ii-2)l 

JPuncte auf einer Curve Cn' der n'-ten Ordnung. Alle diese 
weitern Puncte werden gleiobz oi tig aueh auf der Curve Cn+n' 



*) Für »=2, n'=l ist 

für n ^ 3 ist aber : 

n(n+2n')=4((«+n')» + n(n+n')+n'(n-«0}>i(n + «'X« + «'+8)-l. 
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Dem abalog ergibt sich: £ine andere Carve Cn des Bü- 
schels n-t^ Ordnung schneidet Cn-^-n' auszer in den ffl Ba<9ispun- 
cten in n,n' Puncten, und diese bestimmen zusammen mit den 
weiter hinzugefügten 

i(«'-Ä+l)(n'-n+2) 

Puncten eine Curve Cn* der n'-ten Ordnung. 

Die beiden Orte der (n-t-n'yten Ordnung« Cn + Qn' und 
Cn-fCn'» haben nun (n-f nO^ Puncte gemein. Von diesen liegen 

n« + 2n.nf + i(»'— » + 1)(«'— « + 2) 

auf Cn-i-n'- Diese Zahl ist aber gleich 

4(« + n0(« + «'+3)-l + (n-l)(ii-2), 
also 

^i(n + ii')(n + nH-3)-l, 

und es Ifegien folglich nach Nr. 41» die noch übrigen^ 

ii'i-i(n' — n + l)(n'— n + 2) 

Durchschnittspuncte von Cnf und Cn' auch alle auf Cn^' und 
bilden daher mit den weiteren gegebenen Puncten die Basis 
eines Curvenbüschels der n'-ten Ordnung. Wir haben also auch 
in diesem Falle auf der Curve Cn-f n' zwei System von Puncten, 
welche die Basen von zwei Curvenbiischeln bezüglich der n ten 
und n'-ten Ordnung bilden. Diese beiden Büschel sind pro- 
jeciivisch, da jede Curve des einen nur eine Curve des andern 
bestimmt und umgekehrt. Auszerdem schneiden sich die einan- 
der entsprechenden Curven beständig so» dasz die Durchschnitts- 
puncte auf der gegeben Curve (Jn-fn' liegen*). 

ö. Ergebnisz aus dem Vorhergehenden. Dieser 
Satz zeigt, wie m^n, wenn auf einer gegebenen Curve der Ord- 
nung n-\-n* die Basispuncte eines Büschels der n-ten Ordnung 
bestimmt sind, auch die Basispuncte des ihm projectivischen 



*) CkasleSy Deux thiorhnes g€ii4raux sur les courbes et les surfaces 
g^omitriquea de tous les ordres, (Gomptes rendns, 28. d^ceml>re 1857). 
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ßiisehels der Ordnung nf festlegen kann^ so dasz durch die 
Durchscbnittspuncte der entsprechenden Curven beider BQschel 
die gegebene Curve erzeugt wird. 

Es bleibt uns noch übrige zu untersuchen, in welcher Weise 
auf einer gegebenen Curve der (n + n')'ten Ordnung die fi^ 
Basispuncte des Biischels von der n-ten Ordnung bestimmt 
werden können. 

55. Der zweite Satz von Chasles. Wir bemerken 
zuerst, dasz aus dem Satze von Cayley in Nr. 44, folgt: 

Lehrsatz VI. Enthält eine Curve (n-f nO-^^r Ordnung 

««— i(n— n'— J)(n— n'— 2) 

Durchachnittspuncte zweier Curven der n-ten Ordnung, 
so enthält sie auch die Hörigen. 

oder auch: 

Lehrsatz VII. Liegen von den Baeispuncten eines 
Büschels n-ter Ordnung 

n« - i(n - n'— l)(n— »'— 2) 

auf einer Curve der (n-|-nO-/^n Ordnung^ so Hegen alle 
diese Puncte auf dieser Curve. 

Dieser Satz setzt offenbar voraus, es sei 

n-n'-'2>0, 

n>«' + 2. 

Es sei daher jetzt n>n'-f2. Sollen wir nun auf einer gege- 
benen Curve der (n -f n^-ten Ordnung die n^ Basispuncte eines 
Büschels der n-ten Ordnung bestimmen, so ist es hinreichend, 
dasz von diesen n^ Puncten 

«*-i(«— «'— 1)(« - n' -2Ji5 

auf dieser Curve bestimmt werden, damit sie alle auf ihr ged- 
iegen sind. Es musz also auch eben so vielen Bedingungen 
genügt werden. 

Abstrahieren wir für den Augenblick von der gegebenen 
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Curve. Die n^ Basisponcte sind ganz im Allgemeinen durch 
vfi(n -h 3) •— 1 von ihnen bestimmt» und da nun zur Bestimmung 
eines Punctes zwei Bedingungen notig sind, so brauchen wir 
zur Festlegung aller Puncte der Basis des Büschels it(n-|-3)— 2 
Bedingungen. Sollen die -Basispuncte aber auf der gegebenen 
Curve liegen, so haben sie nur 

Bedingungen zu genügen, wir behalten daher 

n(ii + 3)— 2— wa+i(«-n'— 1)(«— »'-2) 

Bedingungen übrig, und soviele Elemente können wir also nach 
Belieben verteilen. Da nun ein Punct, der auf einer Curve lie- 
gen musz, durch nur noch eine weitere Bedingung gegeben ist, so 
können wir auf der gegebenen Curve jt(^ — iiO^-f 3(n-|-nO — 2 
Puncte beliebig annehmen, um die Basis des Büschels n-ter 
Ordnung zu bestimmen. 

In dem andern Falle, wenn fl'^n'-^2 ist, müszen, damit 

die rfl Basispuncte auf der Curve liegen, ffl Bedingungen er- 
füllt sein. Schlieszen wir nun weiter wie Oben, so erhalten wir 

«(n + 3)— 2— »3 = 3«— 2 

freie Bedingungen, und es gilt also der Satz: 

Lehrsatz VllI . Soll man auf einer Curve der (n -f n')- 
ten Ordnung n^ Puncte so bestimmen, das% sie die Basis- 
puncte eines Curvenöüschels der n-ten Ordnung sind, so 
kann man von ihnen it(«— «')*+3(n+n')— 2), oder 3n— 2 
Puncte beliebig auf derselben verteilen, jenachdem n>«'+2 

oder n "T n' + 2 ist *). 

Aus den beiden in Nr. 54. und in dieser Nummer bewiese- 
nen Sätzen folgt nun, dasz jede Curve der »i-ten Ordnung auf 
eine unbegrenzte Zahl verschiedener Arten durch zwei projecti" 



•) Chasles, Determination du nombre de points, qu'on peu prendre etc, 
(Comptes rendus, 21. Septembre 1857). 

Cremona, Ebene Curven, 6 
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viscbe CuTvenbüscbel erzeugt werden kann 5 deren Ordnungen 
n und n' zur Summe n-\-n* ^=^m geben. 

.56. Der erste Satz voD Jonquidres. Wir baben so 
die Zabl der Puncte gefunden, die fvir auf einer gegebenen Curve 
m-ter Ordnung beliebig annehmen können, um auf ihr die Basis 
eines CurveiAöMbels der «-ten Ordnung, »<m, zu construieren, 
und mtwff^n jergt auch die Zahl der Puncte bestimme«) welche 
nicht willkürlich angenommen, sondern die sämmtlicb indivi- 
dualisiert sein müszen, um die Basispuncte der beiden erzeu- 
genden Büschel vollständig festzulegen. Nun können, wenn m 
in zwei Teile n und n' zerlegt wird, diese entweder gleich oder 
ungleich sein. Zuerst nehmen wir an, sie seien ungleich, und n 
die groszere Zahl. 

Ist n>n'-f2, so ist die Zahl der willkürlichen Puncte gleich 
i{(»^n0^4-3(n-f nO-*2i, die Basen der beiden Büschel sind 
aber bezüglich durch in(n-|-3)— 1 und j»'(n4-3) — 1 Puncte 
bestimmt, es ist folglich die Zahl der noch zu bestimmenden 
gleich 

4tn(n + 3) + «'(»' + 3))— 2-i{(n-nO*+3(n + nO-2} 

Ist n = «' + 2 oder « = «' + 1, so ist die Anzahl der will- 
kürlichen Puncte gleich 3;» — 2, es bleiben also noch zu be- 
stimmen : 

4{n(« + 3)+«'(»'+3)}^2fC(3«-2)=:n.n'^l. 

Ist n = n\ so ist die Zahl der willkürlichen Puncte^ um 
die Basis des ersten Büschels zu bilden, gleich 3#i — 2. Ist 
aber diese bestimmt, so kann man noch einen weitern Punet 
willkürlich annehmen, um die Basis des zweiten Büschels za 
bestimmen. Denn die in Nr. 54. gefundene Zahl der weitem 
willkürlichen Puncte i(n'— n+ 1)(«'— n + 2) wird für n = «' 
genau gleich 1. Die Zahl der noch zu bestimmenden Puncte 
ist daher: 

i{«(«+3)+w'(»' + 3)}— 2~3(«— 2)-l=:n.n'-l. 

Zu demselben Resultate gelangt man auch, wenn man von 
derjenigen der beiden Zahlen n und nf ausgeht, die die kleinere 
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ist. Es sei also jetzt z.B. n<n'> so können, um die Basis 
des Büschels der Ordnung n za bestimmen^ 3^—2 Puncte will- 
kürlich angenommen werden. Ist diese Basis bestimmt, so 
kann man noch i(«'— n+ l)(w'— w + 2) beliebige Puncte för 
die Basis des zweiten Büschels annehmen. Es bleiben also 
im Ganzen för beide Basen noch 

iln(« + 3) + w'(w' + 3)!— 2— (3n— 2) -i(«'— «+ 1)(«' — w +2) 

= n.w' — 1 

« 

Puncte zu bestimmen übrig. 

" Aus Alle dem folgt der Satz : 

Lehrsatz IX. Von den Batsispuneten zweier Büschel 
von Curven der n-fen und n*-ten Ordnung y durch welche 
eine Curve der (n + n'yien Ordnung erzeugt werden soll, 
sind immer n.w'— 1, welche nicht willkürlich gewählt wer- 
den können, sondern durch die Elemente, welche die Curve 
individualisieren, bestimmt werden müssen. 

57. Der zweite Satz von Jonquieres. Es seien 

i(n + n'Kn + n' + 3) 

Puncte gegeben, durch die man eine Curve der {» + w')-ten 
Ordnung beschreiben soll. Zu diesem Zweck müszen wir zwei 
projectivische Curvenbuschel von der n-ten und w'-ten Ordnung 
bestimmen, welche in den Durchschnittspuncten der correspon- 
dierenden Curven die gesuchte Curve der («+«')-ten Ordnung 
erzeugen. 

Von den 4l»(« + 3) + n'(»' + 3)) — 2 Puncten, welche die 
Basen der beiden Büschel völlig bestimmen, sind nur n.n* — l 
Puncte, die nicht beliebig sind. Von den gegebenen Puncten 
können also zu Basispuncten il«(n+3)-fn'(w'+3)l — 2--(«.n'— 1) 
genommen werden, und 2n.n* + l dieser Puncte fallen dann 
nicht mit den Basispuncten zusammen. Damit die gesuchte 
Curve aucli durch sie hindurchgeht, müszen die Curven des 
ersten Büschels^ welche durch diese 2n.n'+l Puncte gelegt 
werden können, den Curven des zweiten Büschels, welche durch 
dieselben Puncte gelegt werden können, projectivisch ent- 
sprechen. Da nun, uro die Projectivität zweier Gebilde herzu- 
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stellen» nach Belieben drei Elenientepaare als entsprechende 
angenommen werden dürfen, die dann für jedes beliebige vierte 
Element des einen Gebildes mittelst der Gleichheit der Doppel- 
verhältnisze nach Nr. 8. das entsprechende Element des zweiten 
Gebildes bestimmen, so ergeben sich aus der Projectivität dieser 
2n.n* — 1 sich entsprechender Curvenpaare (2«.w'+l) — 3 
= 2(n.n~]) Bedingungen, das heiszt die Zahl, welche genau 
hinreicht, um die n.n'—l unbekannten Puncte zu bestimmen*). 

58. Verschiedene Losung der Aufgabe. Das in 
Nr. 53. aufgestellte Problem läszt verschiedene Lösungen zu, 
nicht allein in Bezug auf die mehrfache Teilung der Ordnungs- 
zahl der Curve in zwei andere Zahlen n und n', sondern auch 
in Bezug auf die verschiedenen Arten, auf welche man die will- 
kürlichen Puncte auf den Basen der erzeugenden Curvenbfischel 
verteilt, und damit natürlich auch die nicht willkürlichen Puncte. 

Aus dem in Nr. 56. Ausgesprochenen folgt nun noch : 

'Lehrsatz X. Von den Basispuncten zweier tJurven' 
büschel der n-ten und n'^ten Ordnung, welche eine Curve 

der (n + n')'ten Ordnung erzeugen sollen, n^n', können 

alle willkürlichen Puncte der Basis des Curvenbüsehels 
von höherer Ordnung zugeteilt werden, ist aber n^^n', 
so können alle willkürliche n Puncte weniger einem als 
einer der beiden Basen angehörig betrachtet werden**). 

§. 11. 
Constraction der CiirTen zweiter Ordnang^. 

59. Construction mittelst zweier projectivischer 
Stralenbüschel. Setzt man in dem Satze der Nr. 50. i»=:n' 
= 1, so entsteht: 

Lehrsatz I. Der Ort der Durchschnittspuncte zweier 
entsprechender Straten zweier projectivischer Stralenbü- 



*y Jonquihres, Essai sur la g€n€ration des courbes etc. p. 13 — 14. 
**) ChasleSf D€termncUion du nombre de points etc. w. 0. 
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schel mit den Ceniren o und o', ist eine Curve der zwei- 
ten Ordnung, die durch o und & geht. 

Umgekehrt entsteht: 

Lehrsatz II. Sind und o' zwei beliebige feste Puncte 
einer Curve zweiter Ordnung, m ein beweglicher Punct 
derselben Curve, so erzeugen bei der Bewegung desselben 
die Straten om und o'm zwei projectivische Stralenöilschel. 

Liegt m unendlich nahe bei o, so wird der Stral om zur 
Tangente der Curve in o^ es ist also die Tangente in o der 
Stral des ersten Stralenbuschels, der dem Strale 00* des zwei- 
ten Stralenbiischels entspricht. 

Aus dem Vorhergehenden folgt unmittelbar die Construction 
der Curve zweiter Ordnung^ von der fünf Puncte a, b, c, 0, O' 
gegeben sind. Wir nehmen o und o' als Mittelpuncte zweier 
projectivischer Stralenbüschel und die Stralenpaare [oa, o*ä\y 
[ob, o'b] 9 [oc, O^c] als einander entsprechende an. Jeder andere 
Punct der Curve ist nach Nr. 3. der Durchschnittspunct zweier 
entsprechender Stralen der beiden Stralenbfischel. Diese Con- 
struction fällt mit derjenigen zusammen, welche aus dem Satze 
von Pascal (Nr. 45 c.) flieszt. Sie bleibt auch in dem Falle 
dieselbe 5 dasz zwei Puncte von den gegebenen einander auf 
einer gegebenen Geraden unendlich nahe liegen^ das heiszt^ in 
dem Falle, wo die gesuchte Curve durch vier Puncte gehen soll 
und in einem derselben eine gegebene Gerade berühren, u. s. w. 

Entspricht in den beiden projecti vischen Stralenbüscheln, 
deren Centren o und o' sind, der Stral 00' sich selbst, so ist 
jeder Punct desselben zwei entsprechenden aufeinanderfallen- 
den Stralen gemein, er bildet also selbst einen Teil des Ortes 
zweiter Ordnung, der durch die beiden Stralenbüschel erzeugt 
wird. Dieser Ort besteht also nach Nr. 50 b. aus dem Stral oa' 
und einer anderen Geraden, welche alle andern Durchschnitts- 
puncte der entsprechenden Stralen enthalten wird. 

60. Construction mittelst zweier projectivischer 
Punctreihen. Eine weitere Aufgabe ist die folgende: Es 
sind zwei projectivische Punctreihen A und Ä* gegeben; von 
welcher Classe ist die Einhüllende der Geraden, welche zwei 
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entsprechende Puncte derselben verbindet? Wir betrachten 
die beiden Stralenbüschei^ welche entstehen^ wenn wir einen 
beliebigen Punct o mit allen entsprechenden Puncten von A und 
A' verbinden. Die beiden Stralenbüschel sind den Punctreihen 
projectivischy also auch unter sich selbst projectirisch. Jede 
Gerade nuu^ welche zwei entsprechende Puncte der Punctreihen 
A und A' verbindet und durch o geht, ist ein beiden Stralen- 
huscheln gemeinschafllicher StrtU, das heiszt ein Stral, der 
mit seinem entsprechenden zusammenfallt. Nun haben aber 
nach Nr. 10. zwei concentrische projectivische Stralenbüschel 
zwei gemeinschaftliche Stralen, es gehen daher durch o zwei 
Gerade^ deren jede Tangente der Einhüllenden ist, deren Classe 
wir bestimmen sollen. Folglich ist diese Einhüllende von der 
zweiten Classe. Den gemeinschaftlichen Punct der Geraden 
A und A' nennen wir p oder q*y jenachdem er als der ersten oder 
zweiten Punctreihe angehörig betrachtet wird; p* und q seien 
die beiden den Puncten p und ^ entsprechenden Puncte. Die 
Geraden pp'y das heiszt A, und qq', das heiszt A*, werden Tan- 
genten der Gurve zweiter Classe sein^ folglich berührt diese 
die gegebenen Geraden. 

Umgekehrt werden zwei feste Tangenten A und A* einer 
Curve zweiter Classe von einer beweglichen Tangente M dieser 
Curve in zwei projectivischen Punctreihen geschnitten. Ein 
beliebiges Punctpaar derselben sei bezüglich durch a und a* 
bezeichnet. Will M eben mit A zusammenfallen, so ist a der 
Punct, in welchem A die Gurve berührt; A berührt also die Gurve 
in dem Puncte q<, welcher dem Puncte q* von A* entspricht, in 
dem sich die beiden Geraden A und A* schneiden. 

Aus dem Vorhergehenden ist die Coostruction der Curven 
zweiter Classe, die fünf gegebene Gerade berühren soll^ mit- 
telst ihrer Tangenten augenblicklich klar. Zwei dieser Geraden 
werden von den drei andern in je drei Punctpaaren geschnit- 
ten, die als einander entsprechende betrachtet, zwei projecti- 
vische Punctreihen erzeugen. Jede andere Tangente der ge- 
suchten Curve ist durch zwei entsprechende Puncte dieser 
Punctreihen bestimmt« 

Entspricht in den beiden geraden projectivischen Punct- 
reihen A und A' der Durchschnittspunct der beiden Geraden 
sich selbst, so verbindet jede durch ihn gezogene Gerade zwei 
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entsprechende 5 und zwar zasammenfallende Puncto. Dieser 
Punct ist daher selbst ein Teil der Einhüllenden zweiter Classe, 
die durch beide Punctreihen erzeugt wird. Diese selbst wird 
daher aus dem gegebenen Durchschnittspunct und einem zwei- 
ten Puncte zusammengesetzt, in welchem sich dann nach Nr. 3. 
alle Geraden, welche zwei entsprechende Puncte der Punct- 
reihe verbinden, schneiden müszen. 

• 61. Curven zweiter Ordnung und zweiter Glasse 
sind identisch. Durch einen Punct einer Curve zweiter Glasse 
kann nach Nr. 30. keine Gerade gelegt werden, welche die 
Curve noch in einem andern Puncte berührt. Eine Gerade, 
ivelche also eine Curve zweiter Classe berührt, kann sie in 
keinem weiteren Puncte treffen, folglich ist eine Curve zweiter 
Classe auch eine Curve zweiter Ordnung. 

Ebenso beweist man, dasz eine Curve der zweiten Ordnung 
auch von der zweiten Classe ist. Curven zweiter Ordnung und 
zweiter Classe sind also identisch, aber nur so lange wir ein- 
fache Curven betrachten. Denn ein System von zwei Geraden 
ist wol eine Curve der zweiten Ordnung, aber nicht der zwei- 
ten Classe, und ebenso ist das System zweier Puncte wol eine 
Einhüllende zweiter Classe, aber keine Curve zweiter Ordnung. 

Die Curven zweiter Ordnung und zweiter Classe bezeichnet 
man gewuhnlich mit dem Nansen der Kegelschnitte. 

62. Aufgaben. Aus dem Satze in Nr. 59. folgt noch, 
dasz, wenn a, b, c, d vier gegebene Puncte eines Kegelschnit- 
tes sind, und m ein veränderlicher Punct derselben Curve, das 
Doppelverhältnisz der vier Stralen m{ay b, c, d) constant ist, 
das heiszt gleich dem der vier Geraden a{a, b, c, d), worin aa 
die Gerade bezeichnet, welche den Kegelschnitt in a berührt. 

Umgekehrt ist der Ort eines Punctes m, für welchen das 
Doppelverhältnisz der Geraden m{a, b, c, d) constant =:A ist, 
unter a, b, c, d gegebene Puncte verstanden, ein Kegelschnitt 
der durch a, b, c, d geht. Die Construction desselben ist sehr 
einfach. Ist €Ui eine Gerade die durch a geht, und das Dop- 
pelverhältnisz der Stralen a{a, b, c, d) dem gegebenen Werte k 
gleich gemacht, so ist der Kegelschnitt dadurch gegeben, dasz 
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er durch a, ö, c, d gehen musz und in a die Gerade aa be« 
rühren. 

Der geometrische Ort, den wir eben betrachteten, fuhrt auf 
die Losung des folgenden Problems: 

Es sind fünf Gerade o^a*, ö\ &, d* e*) gegeben, die sieb in 
einem Puncte 0* schneiden und auszerdem fünf andere Puncte 
a^ by c, d, e; man soll einen Punct bestimmen, dasz das Stra- 
lenbüschel o(a, ö, c, d, e) dem Stralenbüschel o\a\ b% c\ df, ^) 
projectivisch sei. 

Wir denken uns den Kegelschnitt beschrieben, der der 
Ort eines Punctes m ist, für welchen die Doppelverhältnisze 
der beiden Stralenbüschel m{a, b, c, d) und 0*{a'i b*, c', d*) ein- 
ander gleich werden. Ebenso beschreiben wir den Kegelschnitt, 
welcher der Ort eines Punctes n ist, für welchen die Doppelver- 
hältnisze der beiden Stralenbüschel n(a, 6, c, e) und o'ia'y b', c\ e") 
einander gleich werden. Der erste Kegelschnitt geht durch die 
Puncte a, 6, c, d, der zweite ebenso durch die Puncte a, b, 
c, g,i beide sind vajso^llständig bestimmt. 

Da nun der gesuchte Punct sowol die Eigenschaft des Punc- 
tes m, als die des Punctes n haben soll, so musz er offenbar 
auf beiden Kegelschnitten liegen. Diese haben aber drei ge- 
meinschaftliche Puncte a, b, c, folglich ist ihr vierter Durch- 
schnittspunct der gesuchte. Derselbe laszt sich, wie wir nach- 
her zeigen werden, ohne die beiden Kegelschnitte wirklich zu 
verzeichnen, construieren. 

63. Curvenbüschel zweiter Ordnung. Die Kegelschnitte, 
welche durch dieselben vier Puncte gehen, bilden ein Curven- 
büschel zweiter Ordnung. Die vier Puncte seien a, b, c, 0. 
Unter den Kegelschnitten des Büschels sind immer drei, welche 
aus dem System zweier Geraden bestehen. Es sind dies die 
drei Paare Gegenseiten [bc, ao], [ca, bö\y \ab, co\ des vollstän- 
digen Vierecks, dem die Kegelschnitte sämmtlich umgeschrie- 
ben sind. 

Legt man durch einen der Scheitel des Vierecks, z. B. a, 
eine beliebige Transversale A, so schneidet diese jeden Kegel- 
schnitt des Büschels in einem zweiten Puncte und umgekehrt. 
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jeder Punct der Transversale bestimmt einen Kegelschnitt des 
Bfischels» der eben durch diesen Punct und die vier gegebenen 
a, ö, c, geben musz. Das Curvenbdschel und die Punct- 
reihe in der dasselbe von der Transversale Ä geschnitten u'ird, 
sind demnach zwei projectivische geometrische Gebilde. Mit 
andern Worten, das Doppel verbal tnisz von vier Puncten, in 
denen vier gegebene Kegelschnitte des Buscheis eine beliebige 
durch einen Basispunct gelegte Transversale schneiden, ist 
constant für jede Richtung der Trunsversale und für jeden Ba- 
sispunct. Nach Nr. 46. haben wir wirklich die Relation, dasz 
dies Doppelverhältnisz gleich dem von vier Kegelschnitten des 
Büschels ist. 

Es /folgt weiter, dasz zwei Transversalen A und B^ die 
durch zwei beliebige Basispuncte a und b gehen, die Kegel- 
schnitte des Büschels in zwei projectivischen Punctreihen schnei- 
den, wenn man nur diejenigen Puncte m und m' als entspre- 
chende annimmt, in denen ein und derselbe Kegelschnitt von den 
beiden Transversalen geschnitten wird. Nun ist augenblicklich 
klar, dasz der Durchschirittspunct der beiden Transversalen 
sich selbst zugeordnet ist, da der durch ihn gelegte Kegelschnitt 
des Büschels in ihm beide Transversalen schneidet. Folglich 
geht nach Nr. 3. und Nr. 60. jede Gerade mm\ welche zwei 
entsprechende Puncte der beiden Punctreihen verbindet, durch 
einen festen Punct j. Jede Gerade, die durch j geht, schneidet 
die Transversalen A und B in zwei Puncten, die auf demselben 
Kegelschnitt des Büschels liegen, folglich geht die Gerade 
CO, die zusammen mit ab einen Kegelschnitt des Büschels aus- 
macht, durch J\ die Puncte, in denen A und bCy so wie B und 
ao sich schneiden, liegen mit J in gerader Linie, und ebenso 
sind die Puncte, in denen A und bo, sowie B und ac sich 
schneiden, mit j in gerader Linie. 

64. Aufgaben. Angenommen, es seien fünf Puncte a, b, 
e, d, e auf einem Kegelschnite gegeben und die Puncte a, b, 
c, e'y f sollen auf einem zweiten Kegelschnitte liegen, so haben 
diese beiden Kegelschnitte offenbar drei Puncte a, b, c ge- 
meinschaftlich, die von vorn herein gegeben sind. Man soll 
den vierten Durehschnittspnnct construieren , ohne die Kegel- 
schnitte selbst zu beschreiben. 
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Mao ziehe die Geraden aä und öe*. Sie mögen bezüglich 
A und B heiszen. Die Gerade Ä trifft den zweiten Kegelschnitt 
in einem Puncte e, der mitteist des Satzes von Pascal sich 
ohne Construction dieser Curve bestimmen läszt. Ebenso trifft 
B den ersten Kegelschnitt in einem Puncte d', der sich auf die- 
selbe Weise construieren iäszt. Die Geraden äd* und ee' schnei- 
den sich in j, Ist m der gemeinschaftliche Punct von Ä und 
öCy m* der gemeinschaftliche Punct von B und Jm, so ist der 
Durchschnittspunct o von am' und je der gesuchte. Mit Be- 
zugnahme auf das, was in der vorigen Nummer auseinander 
gesetzt ist, wird man augenblicklich die Richtigkeit der Con- 
struction einsehen*"). 



§. 12. 

Constraction der Curven dritter Ordnung^ durch neun 

gpegr^bene Puncte« 

65. Construction mitteist eines Straien- und ei- 
nes Kegelschnittbäschels. Der allgemeine Satz in Nr. 50. 
heiszt für n = 2 und n^=l: 

Lehrsatz I. Der Ort der Dwchschnittspuncte der Stra- 
ien eines Stralenbüschels mit den entsprechenden Kegel- 
schnitten eines ihm projectivischen Curvenbüschels zweiter 
Ordnung, ist eine Curve der dritten Ordnung, welche 
durch die vier gemeinschaftlichen Puncte der Kegelschnitte 
und durch den Mittelpunct des Stralenbüschels geht. 

Ist das Centrum des Stralenbüschels, so ist die Tangente 
der Curve dritter Ordnung im Puncte der entsprechende Stral 
für den Kegelschnitt des Büschels, der durch o geht. 

Ist a einer der Basispuncte des Kegelschnittbüscheis, so 
ist die Tangente der Curve dritter Ordnung in a die Gerade, 
welche in diesem Puncte nach Nr. 51 a, ilenjenigen Kegelschnitt 
berührt, welcher dem Stral oa entspricht. 



*) Man sehe Schröter, Problematis geometrici ad superficiem secundi 
ordinis per data puncta construendam spectantls solutio nova, Vratislayine. 
1862. p. 13. 
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Die iDversen Sätze des vorhergehenden folgern sieh aus 
Nr. 54: 

Lehrsatz II. Legt man durch vier feste Puncte einer 
Curve dritter Ordnung einen Kegelschnitt, so schneidet 
dieser die gegebene Curve in %tcei Puncten m und m\ 
Die Gerade mm* geht durch einen fünften festen Punct o 

Das Kegelschnittbüschel durch die 
vier Puncte a, b, c^ d und das Stralenbüschel durch o #i i 
sind projectivisch. Der Punct o heis%t der Oegenpunct ^ JUA^ft^ 
(punto opposto) der Puncte a, b, c, d. '^''^^wÄ^ 

Lehrsatz III. ^nd in einer Curve dritter Ordnung 
drei Puncte a, b, c gegeben und legt man durch einen 
vierten festen PunctjoHn derselben Curve eine Gerade, die 
die gegebene Curve in den Puncten m und m* schneidet, 
so geht der Kegelschnitt, den man durch a, b, c, m, m' 
beschreiben kann, durch einen fünften festen Punct d der 
gegebenen Curve, Die Kegelschnitte durch a, b, c, d und 
die Geraden durch o entsprechen sich projectivisch. 

66. Die Methode von Chasles zur Construction 
derselben. Wir steilen jetzt die Aufgabe, durch neun gege- 
bene Puncte a, b, c, d% e, f, g, h,J eine Curve der dritten 
Ordnung zu beschreiben, und zwar mittelst zweier projectivi- 
scher Büschel, das eine von Kegelschnitten, das andere ein 
Stralenbüschel. Um die Basen der beiden Büschel festzulegen, 
sind fünf Puncte nötig, aber einer derselben ist nach Nr. 57. 
nicht willkürlich. Die vier übrigen Puncte kann man beliebig 
nnter den gegebenen neun Puncten auswählen. 

Jeuachdem der nicht willkürliche Punct dem Stralenbüschel 
oder dem Kegelschnittbüschel zugeteilt wird, ergeben sich zwei 
verschiedene Arten der Construction der Curven dritter Ord- 
nung, entsprechend den beiden obigen Sätzen II. und III. in 
Nr. 65. Wir geben hier nur die erste Art der Construction, wie 
sie Chasles gezeigt hat*). 



*) Construction de la courbe du 3"»e ordre d4termin4e par neuf points 
(Comptes rendus, 30. Mai 1853). 

In Betreff der zweiten Art der Construction der Curven dritter und 
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Wir construieren die fünf Kegelschnitte, die durch a, b, c, 
d und bezüglich durch e, f, g, h, j gehen. Das System dieser 
fünf Kegelschnitte möge durch das Symbol 

(abcd){e, f, g, h, j) 

dargestellt werden. Es handelt sich jetzt nur darum ^ einen 
Punct zu bestimmen, so dasz das System von fünf Geraden 

o(e,r,g,h,j) / 

dem System der füpf Kegelschnitte projectivisch sei. Da nun 
dieses System nach Nr. 46. dem System der Tangenten der 
Kegelschnitte im Puncte a projectivisch ist, so fällt diese Auf- 
gabe mit der in Nr. 62. und Nr. 64. gelüsten zusammen. Be- 
stimmt man den Gegenpunct von a, b, c, d, so sind die er- 
zeugenden Büschel bestimmt, und damit die Aufgabe gelost. 

67. Verschiedene Sätze uberCurven dritter Ord- 
nung. Betrachten wir jetzt zwei Curven dritter Ordnung, die 
durch je neun Puncte gehen, von denen aber vier a^ b, c, d 
dieselben sind. Die beiden gegebenen Curven schneiden sich 
in weitern fünf Puncten, durch die ein Kegelschnitt bestimmt 
wird. Dieser läszt sich construieren, ohne die fünf Puncte zu 
kennen, das heiszt, ohne die Curven dritter Ordnung wirklich 
zu verzeichnen. 

Jeder dem Viereck abcd umgeschriebene Kegelschnitt 
schneidet nämlich die erste Curve dritter Ordnung in zwei 
Puncten m und n und die andere Curve dritter Ordnung in 
zwei andern Puncten m' und n'. Die Geraden mn und m'n' 
schneiden die beiden Curven dritter Ordnung in zwei neuen 
festen Puncten o und o', den Gegenpuncten von a, b, c, d in 
Bezug auf jede der beiden Curven. Nimmt man immer andere 
Kegelschnitte, so erzeugen die Gc^raden omn und o'm*n* zwei 
zu dem Büschel Kegelschnitte projectivische Stralenbüschel, die 



überhaupt einer höheren Ordnung, sehe man die ausgezeichneten Abhand- 
lungen : 

Jonquieres, Essai sur la gin4ration des courbes g€om4triques etc. und 
Härtenherger, Ueher die Erzeugung geometrischer Curven (Crelle-Bor- 
chardt's Journal. T. 58. Berlin, Reimer. 1860. S, 54.) 
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folglich auch unter sich projectivisch sind. Die entsprechenden 
Stralen derselben erzeugen nun als Ort einen Kegelschnitt^ der 
durch und 0', so wie durch die ffinf unbekannten Durchschnitts* 
puncte der beiden CurFen dritter Ordnung geht. Er ist also 
der gesuchte. 

a, Satz von Pliicker. Von diesem Kegelschnitte ken- 
nen wir schon zwei Puncte und o'; drei andere Puncte kann 
man aus den drei Paaren Gegenseiten des Vierecks abcd, als 
specieile Kegelschnitte des Buscheis aufgefaszt> herleiten. Sind 
nfimlich m und n die Puncte, in denen die erste der Curven 
der dritten Ordnung durch die Geraden bc und ai/ getroffen 
wird; m* und n* dieselben Puncte für die zweite Curve dritter 
Ordnung, so sind die Geraden mn und mV zwei entsprechende 
Stralen der beiden projectivischen Stralenbüschei mit den Mit- 
telpuncten o und o'; folglich liegt ihr Durchschnittspunct auf 
dem gesuchten Kegelschnitte. Dasselbe läszt sich von den 
andern Paaren Gegenseiten [cOf öd] und [aö, cd] zeigen. 

Hieraus folgt: 

Lehrsatz IV. Von neun gemeinschaftlichen Puncten 
zweier Curven dritter Ordnung bestimmen ßtnf beliebige 
einen Kegelschnitt, der durch den Qegenpunct der andern 
vier in Befs^g auf jede der gegebenen Curven geht*). 

b» Satz von Hart. Es seien Oy ö, c, d; af, b\ c*, d* 
acht gemeinschaftliche Puncte zweier Curven dritter Ordnung 
und und o' die Gegen puncte der beiden Systeme a, ö, c, d 
und af, b'y &, d* in Bezug auf die erste der gegebenen Curven. 
Die Gerade oo* schneidet diese Curve in einem dritten Puncte x. 
Aus der Definition des Qegenpunctes folgt, dasz die durch die 
Puncte a, b^ c, d, o* und a'y b', &, ^, o gelegten Kegelschnitte 
beide durch x gehen muszen, und es ist daher x der neunte 
gemeinschaftliche Punct der beiden Curven dritter Ordnung*"*). 



♦) Plücher^ Theorie der algebraischen Curven, S. 56. 

♦*) Hart, ConstrucHon by ihe ruler alone to determine the ninihfoint of 
intersecHon of two curves of the third degree, (Cambridge and Dublin Ma- 
thematical Journal, vol. 6,. Cambridge 1851, p. 181.) 
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e. Satz von Poncetet. Sind a^ b^ c, ä vier Puncte 
einer Cnrve dritter Ordnung, so ist ihr Qeffenpunct o folgender- 
maszen construierbar. Es seien m und n die Puncte, in denen 
die Curve von den Geraden ab und cd geschnitten wird, so 
schneidet mn die Curve in o* Fallen nun die Puncte n, b^ e, d 
in einen a zusammen, so fallen auch m und n in den Punct 
m zusammen, in welchem die Berührende in a die Curve schnei- 
det; wird also der Durchschnittspunct der Curve mit der 
Tangente in m. Nennen wir nach Nr. 396. m den Tangential- 
punct von «z» so ist o der Tangentialpunct von m, also der 
%weite Tangentialpunct von a, und wir haben den Satz: 

Lehrsatz V. Hat eine Curve dritter Ordnung mit ei- 
nem Kegelschnitt eine vierpunctige Berührung, so geht 
die Gerade, welche die beiden übrigen Durchschnittspuncte 
beider Curven verbindet, durch den zweiten Tangential- 
punct des Berührungspunctes. 

Hieraus folgt unmittelbar: 

Lehrsatz VL Hat ein Kegelschnitt eine fünf^unctige 
Berührung mit einer Curve der dritten Ordnung, so schnei- 
det er dieselbe auf der Verbindungsgeraden des Berüh- 
rungspunctes mit dessien zweitem Tangentialpunete ^). 

d. SatzTOttSalmon. Ans den Sätzen in b, und e. folgt, 
dasz, wenn zwei Curven dritter Ordnung zwei vierpunctige 
BerShmngen in a und a^ eingehen, der neunte Durchschnitts- 
punct OT mit den zweiten Tangentialpuncten und o* der Be- 
röbrungspuncte a und a' in gerader Linie liegt. Fallen a und 
at zusammen, so fällt auch o und o* zusammen und x ist sein 
Tangentialpunct, das heiszt der dritte Tangentialpunct von a. 
Das gibt: 

Lehrsatz VU. Alle Curven dritter Ordnung, die in dem* 
selben Puncte eine achtpunctige Berührung mit einer ge- 
gebenen Curve dritter Ordnung eingehen, gehen durch 
den dritten Tangentialpunct des Berührungspunctes**). 



*) Poncelet, Analif&e des transversales^ p. 135. 

*♦) Salmon, On curves qftke third order. (Philosophical Transactions 
of the Eoyal Society, rol. 148, part. 2. London 1859. p. 535). 
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e. Einige weitere Sätze. Wendet man den Satz in 
Nr. 45^. auf eine Curve dritter Ordnung an^ so entsteht: 

Lehrsatz VIII. Wird eine Carte dritter Ordnung von 
einer Curve n-ter Ordnung in 3» Puncten geschnitten, 
so liegen die Tangentialpuncte dieser Puncte alle in einer 
andern Curve der drUten Ordnung. , 

Hieraus folgt unmittelbar nach Nr. 44. : 

Lehrsatz IX. Die Kegelschnitte, welche in den Durch- 
schnittspuncten einer Curve n-ter Ordnung mit einer sol- 
chen dritter Ordnung, mit letzterer eine fünfpunetige Be- 
rührung eingehen, schneiden dieselbe in 3fi Puncten, die 
in einer zweiten Curve n-ter Ordnung liegen. 

Oder auch : 

Lehrsatz X. Hat ein Kegelschnitt mit einer Curve 
dritter Ordnung eine fünfpunctige Berührung in a und 
schneidet sie in b, so hat, wenn a* und b* die Tangential- 
puncte von a und b sind, ein zweiter Kegelschnitt in a' 
eine fUnfpunctige Berührung mit der gegebenen Curve der 
dritten Ordnung und schneidet dieselbe in b\ 
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§. 13. 

SSrUlInmy und C^ninileiffeiiflcliaften der Polaren« 

68« Erklärung der Polaren; Anzahl derselben. Es 
seien eine ebene Curve Cn von der n^ten Ordnung und ein 
beliebiger Punct in ihrer Ebene gegeben. Cm o lasze man 
sich eine Transversafe drehen , die in einer ihrer Lagen die 
Curve Cn in n Puncten 

schneidet; dann ist der Ort der harmonischen Mittelpuncte des 
r-ten Grades fu^ das System «i^ ^> Os» ....^ o» in Bezug auf 
o als Pol eine Curve der r»ten Ordnung, da nach Nr. 11. auf 
jeder durch o gezogenen Geraden r Poncte des Ortts liegen. 
Eine solche Curve heiszt die (n — r)-/^ Poiare des Pudetes o 
in Bezug auf die gegebene Curve. Diese selbst bdiszl die 
Fundamental" oder Grundcurve% 

Der Punct o erzeugt auf diese Weise n — 1 Polaren der 
gegebenen Curve. Die erste Polare ist eine Gurve der (n— l)«leR 
Ordnung; die »weite Polare eine solche der (ii-^2)''ten Ord- 
nung; U.S.W«; die letfUe oder {n^V^^te Polare f das heiszt 
der Ort der harmonischen Mittelpuncte des ersten Grades, ist 
eine Gerade**)*. 



*) Grassmann, Theorie der Centralen, {Grelles Journal. T. 24. 
Berlin, Beimer. 1842. S. 262). 

^ Der Satz ist für die harmonischen Mittelpuncte ersten Grades von 
Cotes gegeben. M. s. Maclaurin, a, a. 0,, p. 205. 
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69^ Uebertragutig der Sätze für harmonische Mit- 
telpuDcte auf Polaren. Die in §.3. bewiesenen Sätze für 
die harmonischen Mittelpuncte eines Systems von n Puucten 
auf einer Geraden laszen sich in ebenso viele Eigenschaften 
der Polaren einer gegebenen Curve übertragen. 

a. Der Satz in Nr. 12. Der Lehrsatz in Nr. 12. läszt 
sich folgendermaszen faszen: 

Lehrsatz 1. Isf m ein Punct der (n-'r)''ien Polare 
von 0, so ist o umgekehrt ein Punct der r-ten Polare 
von m*); 

oder auch: 

Lehrsatz U. Der Ort der Puncte, deren r-te Polare 
durch einen festen Punct o geht, ist die (n'—r)'te Polare 
des Punctes o. 

So ist z. B. die erste Polare von o der Ort der Pole, 
deren gerade Polaren durch o gehen; die zweite Polare der 
Ort der Pole, deren conische Polaren dufch diesen Punct ge- 
hen; u. s.w. 

b. Der Satz in Nr. 13. Aus dem Satze in Nr. 13. folgt 
augenblicklich : 

Lehrsatz IIL Ein beliebiger Punct o hat dieselbe s-te 
Polare, sowol in Be%ug auf die gegebene Curve Cn, als 
in Be%ug auf jede als Fundamentalcurve betrachtete PO' 
lare einer höheren Ordnung desselben Punctes o. 

So ist z. B. die zweite Polare von o in Bezug auf Cn die 
erste Polare der ersten Polare desselben Punctes in Bezug auf 
Cnl die dritte Polare ist die erste Polare in Bezug auf die 
zweite Polare und gleichzeitig die zweite Polare in Bezug auf 
die erste Polare ; u. s. w. 

c. Der Satz in Nr. 14. Das Theorem in Nr. 14. gibt 
ebenso : 



*) Bohillier, Th^orhnes sur les poknres successives, (Annales de 
Gergonne, t. 19. Nismes 1828—29, p. 305). 
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Lehrsatz IV. Die t^'-te Polare eines Punctes & in Be- 
%ug auf die r-te Polare eines andern Punctes o in Bezug 
auf Ott fällt mit der r-ten Polare von o zusammen in Be- 
zug auf die r'-te Polare von o' nach Cn *). 

Dieser Satz ist, wie sieh spSter zeigen wird, durch seine 
vielen Folgerungen äuszerst fruchtbar. So ergibt sich z. B. die 
im Folgenden auseinandergesetze Eigenschaft durch Verglei- 
chung mit dem Satz in Nr. 69a. fast von selbst. 

d, Folgerung aus dem Vorhergehenden. Die rMe 
Polare von 0' in^Bezugiauf die r-te Polare von d gehe durch 
einen Punct m, päd. es gehe die r-ie Polare von in Bezug auf 
die r'-te Polar6 von o^ gleichzeitig durch denselben Punct ; dann 
folgt aus Nr. 69 a., dasz die [(/i — r') — r]-te Polare von my n j 
nach der r'-ten Polare von o* genommen durch o geht, )'^'^^i^'^T^' 
dasz gl e ichzeiti g o auch ein Punct der r'-ten Polare von 0* is7^L'^ 
wenn diese nach der [(»— r') — r]-ten Polare von m genommen^ 
wird. Daher der Satz: 

Lehrsatz V. Qeht die r'-te Polare von o* in Bezug auf 
die r-te Polare von o durch def^ Punct m, so geht die r'-te 
Polare von o' in Bezug auf die (n-^r — r'yte Polare von . 
m durch o. 

70. Tangenten vom Pol an die Grundcurve. Wir 
kehren zur Definition in Nr. 68. zurück. Nehmen wir den Pol 
o auf der Grundcurve selbst, so dasz dieser also die Stelle ei- 
nes der n Puncto ag, o^» Os, ....,an vertritt, so ist der Punct 
o der harmonische Mittclpunct des ersten Grades für jede be- 
liebige Transversale. Fällt nun die Transversale mit der Tan- 
gente in o zusammen, so gilt o für zwei der Puncte aj, a^, 
ös, • . . . , Oft. In diesem Falle wird aber nach Nr. 17. der har- 
monische Mittelpunct ersten Grades unbestimmt, und es ist 
erlaubt, jeden beliebigen Punct der Transversale dafür zu neh- 
men; diese ist daher in unserm Falle selbst der Ort der harmo- 
nischen Mittelpuncte ersten Grades, und darin liegt der Satz: 

Lehrsatz VI. Die gerade Polare (d.i. die letzte) eines 



*) Plückerf Ueber ein neues (Koordinatensystem. (Grelles Journal. 
T. 5. Berlin. Reimer. 1830. S. 34). 
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Puncies der Grundcurpe 9elhsi i9t die Tangente dieses 
Puneles. 

Liegt der Pol nicht in der Grundcurve, aber die Transver- 
sale ist eine Tangente, so fallen zwei der Puncte Oi, a^ a^, 
..,.,an mit dem Berübrungspuocte zusammen. Uieser ist also 
nach Nn 16. ein barmoniseber Mittelpunct des (n — l)-ten Gra* 
des, also ein Punct der ersten Polare. Das gibt: 

Lehrsatz VII. Die erste Polare eines beliebigen Fun- 
des schneidet die Grundcurve in den Berührungspuncten 
der Tangenten, welche sich von diesem Puncte aus an die 
Curve legen lassen. 

Die erste Polare ist von der (n — ))-ten Ordnung, sie schnei- 
det daher Cn in n(n — 1) Puncten. Es laszen sich also durch 
einen beliebigen Punct ii(n— <1) Tangenten an die Grundcurve 
legen"'). Das liefert den Satz: 

Lehrsatz Vlll. Eine Curve der n-ten Ordnung ist im 
Allgemeinen von der nin — iyten Classe. 

7L Polaren eines Punctes der Grundcurve. Wird 
der Pol auf der Fundamentaicurve selbst angenommen, so 
föUt für jede Richtung der durch gezogenen Transversale 
einer der Durcbsehnittspuncte Oi, o^ 03, ....,an mit o zusam- 
men. Es ist folglich nach Nr. 17. ein harmonischer Mittel- 
punct eines jeden beliebigen Grades des Systems »i, a^, 03,..., an 
ftlr o als Pol, und es gehen demgeroäsz alle Polaren von o 
von der ersten bis zur (n — l)*ten durch diesen Punct. 

Aber wir können noch weiter gehen. Ist namlicb die 
Transversale eine Tangente von Cn in o, so gilt dieser Punct 
für zwei zusammenfallende Durcbsehnittspuncte, also auch nach 
Nr. 17. für zwei harmonische Mittelpuncte eines beliebigen 
Grades, und damit ergibt sich der Satz: 

Lehrsatz IX. Die Polaren aller Grade eines Punctes 
der Grundcurve berühren diese im Pole selbst* 



*) Poncelet, Solution ,,. sutvte d^une tk^orie des polaires r^ciproques 
etc, (Annales de Gergonn'e, t. 8., Nismes 1817*<-1818, p. 214). 
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Aus derselben Nr. 17. folgt noch: 

Lehrsatz X. Die erste Polare eines Punctes o der 
FundamentcUcurve ist der Ort der hcarmonischen Mittel- . j j 
punete des (n-^'iyten Grades für denPolojumf-die-n'-l /j^^ 
Puncte, in denen Cn von einer veränderlichen Transver- ^f^^"^ <*^ 
sale durch o geschnitten wird* Die «(«— 1)— 2 Puncte, 
in denen die erste Polare von o Cn auffbcr dem Puncte o, 
in dem sich nach dem Obigen die Curven berühren, schnei- 
det, sind die Berührungspuncte der durch o gelegten an- 
derweitigen Tangenten von Cn* 

72. Einflusz der vielfachen Puncte. Es habe die 
Curve Cn in d einen r- fachen Punct, es schneide also jede 
Gerade» welche durch d geht^ die Curve in diesem Puncte 
r-mal» dann ist nach Nr. 17, d ein r-facher Punct ftir jede 
Polare dieses Punctes. 

Jede Tangente an die r Zweige der Curve Cn schneidet 
diese aber nach Nr. 31. in r-|-l Puncten» die mit rf zusammen- 
fallen» so dass für diese Tangenten als Transversalen betrach- 
tet r-|-l von den Puncten a mit d zusammenfallen» und damit 
also d auch für r-|-l harmonische Mittelpuncte eines beliebigen 
Grades für d als Pol zu betrachten ist (M. s. Nr. 17.). Die r 
Tangenten von Cn im Puncte d berubren also in ihm auch die r 
Zweige einer beliebigen Polare von d* 

Daraus folgt ferner noch» dasz die (n — ])-te» (it — 2)*te» 
....» (n — r-flMe Polare von d unbestimmt werden» und dasz 
die (n — r)*te Polare aus dem System der r Tangenten, das 
wir schon in Nr. 31. betrachteten» besteht. 

Diese letzte Eigenschaft ergibt sich auch offenbar daraus» 
dasz» wenn man nach Nr. 68. eine Tangente an einen der Zweige 
der Curve Cu in d als eine durch den Pol d gelegte Transver- 
sale betrachtet» r-|-l der Durchschnittspuncte a mit diesem 
Pol zusammenfallen» und also nach Nr. 17. jeder Punct dieser 
Transversale als harmonischer Mittelpunct r-ten Grades auf- 
gefaszt werden kann» dasz also folglich das Büschel der Tan- 
genten an die r Zweige der Curve Cn den Ort der harmonischen 
Mittelpuncte des r-ten Grades in Bezug auf d als Pol darstellt. 
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73. Einflusz der vielfachen Punete; Fortsetzung. 
Es sei ein beliebiger Punct in der Ebene der Curve Ch, die 
in d einen r-fachen Punct besitzt^ und die Gerade od gezogen; 
dann werden naturlich für diese Transversale r der Puncte a 
mit d zusammenfallen. Dieser Punct ist daher nach Nr. 16. der 
Ort für r — s harmonische Mittelpuncte des (n — «)*ten Grades, 
«<r. Das liefert den Satz: 

Lehrsatz XI. Ein r-f acher Punct der Fundamental- 
curve ist ein (r — sYf acher Punct der s-ten Polare eines 
beliebigen Poles, 

a. Specieller Fall, wenn Cn aus n Geraden be- 
steht. Wir wollen das Vorhergehende auf den Fall anwenden, 
dasz Cn aus dem System von n Geraden besteht, die sich in 
d schneiden. Für Cn wird dann d ein n-facher Punct, und er 
ist folglich auch für die erste Polare eines beliebigen Poles 
für Cn als Grundcurve ein (n — J)-facher Punct. Diese Polare 
besteht also aus {n — 1) Geraden, die durch d gehen. 

Mit andern Worten: Ziehen wir durch o eine beliebige 
Transversale, welche die n Geraden in a^ a^^ a^, ...., On schnei- 
det, bezeichnen wir ferner die harmonischen Mittelpuncte des 
(n — l)-ten Grades durch mi, m^^ ^3, ...., m/t-i, so ist das Sy- 
stem der n — 1 Geraden 

d{rni9 m^s ^3, ..••9 Wn-^i) 

nach Nr. 20. die erste Polare von 0. Nach Nr. 18. folgt nun 
aber ferner, dasz, so lange der Pol sich auf einer Geraden 
bewegt, die durch d geht, diese erste Polare stets dieselbe 
bleibt. 

Fallen von den n gegebenen Geraden s in eine einzige da 
zusammen, so fallen auch nach Nr. 16. s — 1 harmonische Mittel- 
puncte des (n — l)-ten Grades mit a zusammen, und es reprä- 
sentiert daher da, was auch sei^ n — 1 der Geraden dm. 

b. Polare eines Winkels. Für n = 2 erhält man den 
speciellen Fall: 

Lehrsatz XII. Ist die Pundamentalcurve aus zwei Gera- 
den d{ai, Os) %/usammengeset%t , so ist die Polare eines 
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Pimctes in Bemtg auf die beiden gegebenen Geraden der 
%u do %iugeordnete harmonische Siral, Fallen beide Gerade 
zusammen, so fällt auch die Polare mit ihnen zusammen 
für jeden beliebigen Punct als PoL 

Die soeben definierte Polare zweier Geraden nennt man die 
Polare von o für den Winkel aida^» 

74. Einflusz der vielfachen Puncte; Schlusz. 
Wir wenden uns wieder zur Betrachtung einer beliebigen Curve 
Cn, die in d einen r-fachen Punct besitzt. Ist ein beliebiger 
Pol, so geht seine erste Polare nach Nr. 73. (r — ])-mal durch 
dy und die r Tangenten von Cn in d bilden die (» — r)te Po"^ 
lare des Punctes d selbst. Dem analog bilden naturlich die 
(r — 1) Tangenten im Puncte d an die erste Polare von o die 
[(« — 1) — (r — l)]-te Polare von d in Bezug auf die erste Po- 
lare von 0, oder auch, was dasselbe ist« nach Nr. 69c. die 
erste Polare von o in Bezug auf die (n — ryte Polare von d. 
Betrachtet man nun noch Nr. 73a., so hat man den Satz: 

Lehrsatz XIII. Hat die Fundamentalcurve einen 
r-fachen Punct d, so bilden die r — I Tangenten, die num 
von d an die erste Polare eines beliebigen Punctes o le- 
gen kann, gleich%eitig die erste Polare von d in Bezug auf 
das Büschel der r Tangenten der Fundamentalcurve in d. 

a. Folgerung 1. Hieraus folgt mit Bezug auf Nr. 73 a. 
dasz alle ersten Polaren der Puncte einer Geraden, welche durch 
d gehtj in diesem Puncte dieselben Tangenten haben. 

b. Folgerung 2. Fallen auszerdem s der Tangenten 
Cn im Puncte d in eine einzige Gerade zusammen, so ist nach 
Nr. 73a. diese auch (s — l)-mal Tangente an die erste Polare 
von 0, folglich repräsentiert dann d nach Nr. 32. r(r— 1) + ^—1 
Durchschnittspuncte der Curve Cn und der ersten Polare. Da 
also die Zahl der noch übrigen Durchschnittspuncte gleich 
«(n- !)— r(r~l)— (* — 1) ist, diese Zahl aber nach Nr. 70. 
ausdröckt, wieviel Tangenten sich durch o an die Fundamen- 
talcurve legen laszen, natürlich vorausgesetzt, d sei der einzige 
vielfache Punct, so können wir folgenden Satz aussprechen: 
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Lehrsatz XIV. Hai die Fundamentaleurve einen 
V'fachen Punei, mit s %usamfnenfalienden Tangenien, so 
wird dadurch die Classe der Curve um r(r — 1) + *— 1 
Einheiten vermindert, 

c Folgerung 3. Diese allgemeine Eigenschaft läszt sich 
fSr r=2, «=1 und r=29 « = 2 nach Nr. 736. folgenclermaszen 
faszen: 

Lehrsatz XV. Hat die Fundameniaicurve in d einen 
Doppelpunct, so geht die erste Polare eines beliebigen Po- 
les durch d, und berührt in diesem Puncte den zu do 
in Bezug auf die beiden Tangenten der Grundcurve in d 
zugeordneten harmonischen StraL 

Lehrsatz XVI. Ist d für die Fundameniaicurve ein 
Bückkehrpunct, so geht die erste Polare jedes Punctes durch 
d, und berührt daselbst die Rückkehrtangente der gegebe- 
nen Curve. 

Die erste Polare von o schneidet demgemäsz Cn auszer in 
d in noch n{n — 1) — 2 oder «(« — 1)— 3 Puncten, jenachdem 
d einen Doppelpunct oder eine Spitze bildet. Folglich gilt der 
Satz: 

Lehrsatz XVII. Die Classe einer Curve erniedrigt 
sich um zwei Einheiten für Jeden Doppelpunct und 
um drei Einheiten für jede Spitze*), 

d. Folgernug 4. Ffir ein beliebiges r und « = 1 ent- 
steht: 

Lehrsatz XVIII. Hat Cn einen r- fachen Punct, mit 
r verschiedenen Tangenten y so erniedrigt sich die Classe 
der Curve um r(r — 1) Einheiten, das heiszt, ein r-facher 
Punct mit r verschiedenen Tangenten hat dieselbe Wir- 
kung , als hätte die Curve ir(r — 1) Doppelpuncte. 

Dies gewinnt grosze Evidenz » wenn man beachtet » dasz 
der gemeinschaftliche Durchschnittspunct von r Zweigen einer 



*) Plüekery Solution <fune question fondamentaU concemant la th^orie 
g^&äle des courbes. {Cr eile s Jonrnal. T. 12, Berlin, Beimer. 1834. p. 107). 
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Curve eigentlich dorOft von ir(r--*l) DoppeipuDcteuHfil, welche 
aus den Darchfi(chnitten der r Zweige zu zwei und zwei ent- 
stehen. 

Haben nun noch 9 der Zweige eine gemeinschaftliche Tan- 
gente , so entstehen durch Combination jedes dieser Zweige 
mit dem folgenden s — 1 Spitzen. Jede andere Combination 
der sämmtlichen Zweige zu zwei gibt einen gewuhnlichen Dop- 
pelpunct, und das liefert den Satz: 

Lehrsatz XIX. Ein r-facher Funct mit s smsammen- 
fallenden Tangenten vermindert die Glosse einer Curve 
um eben soviel Einheiten, als ir(r—})—(s-'\) Doppel' 
puncte und s — l 8pit%en zusammengenommen, 

75. Der Satz von Maclaurin. Sind a und 9 die beiden 
harmonischen Mitteipuncte des ersten Grades für die beiden 
Systeme von Puncten 

Ä|, ßq^ a^i ...., an\ 

in denen die Fundamentaicurve Cn durch zwei Transversalen 
geschnitten wird, welche durch den Pol o gehen, so ist die 
Gerade a8 die letzte Polare von o. Legt man nun durch die 

Puncte Ui, a%9 a^y ...., €hk und ^i> ^2» ^8' ••••> ^« ^^^^ zweite 
Curve der n-ten Ordnung C'ns so ist die Gerade ai auch in 
Bezug auf C'n die Polare von 0, so dasz, wenn wir jetzt die 
beiden Transversalen oa^,,,.an und oöiö^....ön sich einander 
anendlich nähern laszen^ der Satz entsteht: 

Lehrsatz XX. Berühren sich mvei Curven der n-ten 
Ordnung in n Puncten, die in gerader Linie liegen, so 
hat Jeder Punct dieser Geraden für beide Curven dieselbe 
gerade Polare *). 

Als zweite Curve kann man das System der n Tangenten 
der Curve Cn in den Puncten a^, o^, Os»****»^ betrachten; 
dann geht der obige Satz aber in: 



*) Salmon, Ä trecttife on tke higher plane curves^ Dublin 1$&S, p. 64. 
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Lehrsatz XXI. Ein Pol, der mit n Puncten einer 
Curve n-ter Ordnung auf derselben Geraden liegt, hat 
sowol in Beutg auf die Curve, als in Betrug auf ihre Tan^ 
genten in den n gegebenen Puncten dieselbe gerade Polare. 

Das Letztere läszt sich nach Nr. 11. auch so aussprechen: 

Lehrsatz XXil. Legt man eine %weite Transversale 
durch den Punct o, und schneidet diese die Curve in den 
Puncten c^, c^, C3,.,..,Cn; die n Tangenten aber in ti, t^ 
t^,..,.,ta) SO existiert immer die Delation 

OCi^ OC^^ OC^^'"'^ OCn'^ Ot^'^ Ot^"^ Ots'^'-'^ Otn ^' 

76. Der Satz von Cayley. Es seien n Gerade Äi, A^ 
Ä^f ....» An und ein Pol o gegeben, alle natfirlich in einer Ebene. 
Es sei ferner Pr die gerade Polare von in Bezug auf das 
System von n — 1 Geraden 

■^1» ^*2> "8> ••••» ««r— Ij ilr-j-l* • . . • , An 9 

als Ort der (n — l)-ten Ordnung betrachtet» und ar der Punct, 
in dem Pr die Gerade Ar schneidet» dann ist dem Satze in 
Nr. 15. gemäsz ar der harmonische Mittelpunct des ersten Gra- 
des des Systems der n Puncte» in denen die n gegebenen Gera- 
den von der Transversale oar geschnitten werden» fSr o als Pol. 
Das gibt den Satz: 

Lehrsatz XXIIL Sind n Gerade und ein Pol gege- 
ben, so liegt der Punct, in dem eine beliebige dieser Gera- 
den die gerade Polare von für die andern n — 1 Gera- 
den schneidet, auf der geraden Polare von für alle 
n Gerade**). 

Aus diesem Satze folgt für i»:=3: 

Lehrsatz XXIV. Die gerade Polare eines Punctes in 
Be%ug auf die Winkel eines Dreiseits schneiden die Gegen- 



*) Maclaurin, a. a. 0, p. 201. 
**) Cayley, Sur quelques th^öremes de la g€om€trie de position, {Crel^ 
les Journal. T. 34. Berlin, Beimer. 1847. p. 274). 
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Seiten in drei Jhtneien, die in gerader Linie Hegen, und 
%war au f der geraden Polare des gegebenen Punctes in 
Be%ug auf das Dreiseit, als Ort der dritten Ordnung auf- 
gefas^t, 

und umgekehrt: 

Lehrsatz XXV. Werden die drei Seiten bc, ca, ab 
eines Dreiecks abc von einer Transversale bezüglich in 
den Puncten a% b% c* geschnitten, und sind Ui, bi, Ci der 
Reihe nach die cot^fugierten harmonischen Puncte von af, 
b*, & be»&gHch der Punctpaare b, c; c, a; a, b, so schmie- 
den sich die Geraden aai, bbi, cCi in demselben Puncte, 
dem Pole der Transversale, 



77. Carvenbfischel aus den ersten Polaren der 
Puncte einer Geraden. Die ersten Polaren zweier belie- 
biger Puncte und o* fSr eine gegebene Curve Cn schneiden 
sich in (n — 1)^ Puncten « deren jeder nach Nr. 69a.> da er in 
beiden ersten Polaren liegt, eine gerade Polare besitzt, die 
sowol durch o als durch 0* geht. Folglich entsteht der Satz: 

Lehrsatz XXVL Mne Gerade ist die Polare von (n— 1)* 
verschiedenen Puncten, welche die Durchschnittspuncte 
der ersten Polaren zweier beliebiger ihrer Puncte sind. 

Oder auch: 

Lehrsatz XXVII. Die ersten Polaren aller Puncte ei- 
ner Graden bilden ein Qirvenbiischel, das durch dieselben 
(» — 1)« Puncte geht*). 

a. Zahl der Polaren, welche alle andern bestim- 
men. Dieser Eigenschaft gemäsz haben alle ersten Polaren^ 
weiche durch einen Pnnct o gehen, noch (n-^1)' — 1 Puncte 
gemein, das heiszt sie bilden ein Curvenbuschel, deszen Basis 
aus den (n — I)* Polen der geraden Polare von besteht. Durch 
zwei Puncte o und & geht nur eine erste Polare, und zwar 



*} Bohillier^ D€monstr<xtion8 de quelques tkSorhnes sur les Ugnes etc. 
(Annales de Ger gönne 1. 18. NismeB 1827—1838, p.97). 
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dlejen^i deren Pori der Ehirebschmitspunct der geradeo Po- 
lare» Ton ö und & ist. 

Es genügen folglich drei erste Polaren um alle andern zu 
individualisieren. Denn sind drei erste Polaren C, C^', C" 
gegeben, deren Pole nicht in gerader Linie liegen^ ond veriangt 
man diejenige zu beschreiben, welche durch zwei gegebene 
Puncte und o' geht^ so lost sich diese Aufgabe folgender- 
maszen. 

Die beiden CarTen C* und C bestimmen ein Curvenbfischel. 
Ebenso bestimmen die Curven C* ond C**' ein solches. Die 
beiden Corven, welche bezuglich zu diesen beiden Büscheln 
geboren qnd durch o gehen, individualisieren ein drittes Csrven- 
büschel; die Curve dieses Büschels nun> welche durch 0' gebt, 
ist offenbar die gesuchte. 

b. Einflusz eines den drei gegebenen Polaren 
gemeinschaftlichen Punctes. Geben drei erste Polaren, 
deren Pole nicht in gerader Linie liegen, durch denselben Punct, 
so ist dieser auch allen übrigen Polaren gemeinschaftlich, also 
für die Fundamentalcurve nach Nr. 73. ein Doppelpunct. Seine 
gerade Polare ist daher nach Nr. 72* unbestimmt^ da sie nach 
Nr. 69a. durch jeden Punct der Ebene gelegt werden kann. 

78. Doppelpuncte der Polaren. Die r-te Polare eines 
Punctes möge einen Doppelpunct o* haben, so dasz also nach 
Nr. 73. die erste Polare eines beliebigen Ponetes m^ dte r-te 
Polare von o als Grundcirrve betrachtet, durch 0' geht, dann 
wird auch, dem Satze in Nr. 69if. gemftss, di« erste Polare 
von m, die {n — r — l)-te Polare von o* als Grundeurve anee- 
novnmen, dnrch o gehen; auszerdeim wird nach Nr. 69a!^ie 
(r-|-l)-te Polare von o durch o* gebeft^nnd o auf der {n—r-^ly 
ten Polare von o' (iegen; Aus Nr. ITb folgt dann: 

Lehrsatz XXVHL Hat die r-te Polare von o einen 
Doppelpunct in o*, so hat umgekehrt die (n — r—lyte Po- 
lare von o* einen Doppelpunct in o *). 



♦) Steiner, Allgemeine Eigenschaften der algehfaiscken Cnrven, (Grel- 
les Journal T. 47. Beriin. Reimer, 1858. 8. 4). 
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Hat z» B. die erate Polare von o einen Doppelpnnct &, eo 
ist die conische Polare von o' das System zweier Geraden, die 
akh in o schoeidee, und umgekehrt. 

a. Rfickkehrpuncte der Grundcurve. Hat die gege- 
bene Curve Cn einen Rückkehrpunct d, so lost sich die conische 
Polare dieses Punctes nach Nr. 72. in zwei Gerade auf, die 
beide mit der Tangente von Cn in d zusammenfallen. Jeder 
Punct m dieser Tangente kann also als ein Doppelpnnct der 
coniscben Polare von d angesehen werden, so dasz d ein Dop- 
pelpunct der ersten Polare von m ist. Das liefert den Satz: 

Lehrsatz XXIX. Hai die Fundamentaicurve eine 
Spitf&e, so ff cht die erste Polare eines öelieöiffen Punctes 
der Rückkehrtanffente %weimal durch den Rückkehrpunct, 

Diese ersten Polaren, für welche d ein Doppel punet ist, 
bilden nach Nr. 77 a. ein Gurvenbüsehei. E» sind daltor unter 
ihnen nach Nr. 48. zwei, für welche d eine Spitze biktet Naeb 
Nr. 72. ist nun eine dieser beiden Polaren diejenige, fär welche 
d selbst der betreffende Pol ist. 

b. Weitere Folgerungen. Es sei o' ein Doppelpnnct 
der sAeu Polare eines Punctes m in Bezug auf die rnte Polare 
eines andern Punctes als Fundamentaicurve, das heiszt nach 
Nr« 6&c.r es gebe auch die r-te Polare von o in Bezug auf 
die «-tci Polare von m als Grundcurve zweini^al durch o', dann 
fol^, wenn wir auf die <-te Polare von m den für die Curve 
6» in Nr* 78k bewiesenen Satz anwenden, dasz die [(!»—«)— r--l]-te 
Polare von 0^ in Bezug auf die ^-te Polare von m als Grund- 
curve in o einen Doppelpnnct besitzt. Das gibt den Satz: 

Le&rsat^ ^i^X. Hut die s-te Polare von m in Be%uff 
€äu( die r-te Polare pon^ o einen Doppelpunct in o% so 
Aai umgekehrt die s^te Polare von m in Bexuß auf die 
(i» — r—s — iyte Polture von o' in a einen. Vojg^lpunei. 

79. Rückkebrpuncte der Polaren. Hat die r-te Polare 
von o in o' eine Spitze» so geht nach Nr. 78. die (n — r — l)-te 
Polare von 0* zweiaial durch o. Bezeichnen wir nun durch m 
einen beliebigen Punct der RfickkebrtaAgenle der r-ten Polare 
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von im Rfickkehrpuncte o\ so hal nach Nr. 78a. die erste 
Polare von m bezogen auf dieselbe r-te Polare von o als Grand« 
cur?e in o' einen Doppelpunct, und es geht demgemäsz nach 
Nr. 78^. die erste Polare von m, die (« — r — 2)-te Polare von 
0' als Grundcarve betrachtet» zweimal durch o. 

Setzt man noch r=zl, so folgt der Satz : 

Lehrsatz XXXL Hat die erste Polare von o eine 
Spitze in o', so hat Jeder Punct der Rückkehrtangente, auf 
die cubische Polare als Grundcurve bezogen» zur conischen 
Polare ein Paar sich in o schneidende Gerade*). 

Es ist nun augenblicklich klar» dasz jede dieser beiden 
Geraden die andere bestimmt» das heiszt» alle zusammengeho* 
rigen Paare von Geraden bilden eine quadratische Involution» 
und folglich müszen auf der Rückkehrtangente zwei Puncte 
existieren» von denen jeder als conische Polare ein Paar in eine 
Gerade» die durch o geht» zusammenfallende gerade Linien hat» 
die cubische Polare von o* als Grundcurve angesehen. 

Der Punct ist ein Doppelpunct fiir jede conische Polare 
eines Punctes m der Räckkehrtangei^te für die cubische Polare 
von 0' als Grundcurve» und deshalb ist umgekehrt nach Nr. 78. 
m ein Doppelpunct der conischen Polare von o nach der cubi- 
schen Polare von o* als Grundcurve. Das gibt den Satz: 

Lehrsatz XXXIL Die Gerade, welche die erste Polare 
von im Rückkehrpuncte o* berührt, ist, als das System 
zweier zusammenfallender Geraden betrachtet, die conische 
Polare von o in Bezug auf die cubische Polare von o* als 
Grundcurve. 

Die Doppelsfralen der obigen Involution mögen die Rnckkehr- 
tangente in Oi und o^ schneiden. Nun ist Oi ein Doppelpunct 
sowol der conischen Polare von o» immer auf die cubische Po- 
lare von 0* als Grundcurve bezogen» als für die conisehe Polare» 
die durch oOi dargestellt wird» und die conische Polare von (^ 
baiaiach^Nr. 78. einen Doppelpunct in o und einen zweiten auf 

^) Unter gerader, conischer und cübisdier Polare verstcfhen wir bezflglioh 
die letzte, vorletzte und vorvorletzte Polare, die resp« eine gerade Linie, einen 
Kegelschnitt und^ eine Curve der dritten Ordnung reprftsentieren. 
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0]02> ^A® heiszt» sie ist das System zweier zusammenfallender 
Geraden. Es bilden als 00^ und 00^ für sich die coniscben 
Polaren der Puncte Oi und o^y und darin liegt der Satz: 

Lehrsatz XXXIII. Hat die erste Polare von o einen 
Räcfckehrpunct 0% so gibt es auf der Räckkehrtangente zwei 
Puncte Ol und o^, welche zusammen mit o ein Dreieck 
bilden, deszen Seiten^ als je zwei zusammenfallende Gerade 
betrachtet, die conischen Polaren ihrer Gegenscheilel dar- 
stellen für die cubische Polare von o' als Grundcurve. 

80. Charakteristische Eigenschaften der Wende- 
puncte. Wir betrachten jetzt eine Wendetangente der gege- 
benen Curve Cn und ihren Beruhrungspunct oder den Wende- 
punct t. Nehmen wir den Pol o auf der Wendetangente und 
betrachten diese, wie nach Nr. 68. erlaubt ist, als Transversale, 
so sind von den dort betrachteten Puncten ei nach Nr. 29. drei 
im Wendepuncte i vereinigt. Dieser ist damit nach Nr. 16. der 
Ort für zwei harmonische Mittelpuncte des (n — l)-'ten Grades 
und für einen solchen des (n— 2)-'ten Grades; folglich geht 
die erste Polare von o durch i und berührt in diesem Puncte 
Cn» und die zweite Polare von o geht ebenfalls durch t\ 

Da somit durch t die zweite Polare eines jeden Punctes o 
der Wendetangente geht, so musz nach Nr. 69a. die conische 
Polare von i alle Puncte dieser Tangente enthalten» das heiszt : 

Lehrsatz XXXIV. Die conische Polare eines Wende- 
punctes besteht aus zwei Geraden, deren eine die Wende- 
tangente selbst ist. 

Ist i' der Durchschnittspunct der beiden Geraden, welche 
die conische Polare des Wendepunctes t' bilden, so hat nach 
Nr. 78. die erste Polare von i' in i einen Doppelpunct; das lie- 
fert den Satz: 

Lehrsatz XXXV. Ein Wendepunct einer Curve ist ein 
Doppelpunct ßr Jede erste Polare eines Punctes der Wen- 
detangente, "y ,), 



1^ »> 



Liegt ein Punct p auf der Curve d und hat derselbe als 
conische Polare ein System von zwei Geraden, so ist er ent- 
weder ein Doppelpunct oder ein Wendepunct der gegebenen 

Cremonüj Ebene Curven. g 
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Corve« Denn^ entweder gehen beide Gerade durch p, und die 
gerade Polare des Punctes wird daher onbestimmt^ dann ist 
p ein Doppelpunct der Curve; oder eine einzige der beiden 
Geraden geht durch p, und ist dann nach Nr. 71. Tangente der 
Curve in diesem Puncte. Dann gehören alle Puocte dieser 
Geraden sowol der (fi—l)-ten, als der (n — 2)-ten Polare von 
p an» folglich geht die erste und die zweite Polare jedes Pun- 
ctes dieser Geraden durch p, was nach Nr. 16. nur muglich ist» 
wenn diese Gerade mit der gegebenen Curve in p eine drei- 
punctige Berührung eingeht. 

81. Einhüllende der geraden Polaren der Puncte 
einer gegebenen Curve. Nach dem Vorhergehenden ent- 
spricht jedem Puncte der Ebene der gegebenen Curve Cn eine 
gerade Polare. Dem analog stellen wir nun die Frage: 

Wenn der Pol sich auf einer Curve Cm der m-ten Ordnung 
bewegt» von welcher Classe ist dann die Einhüllende der gera- 
den Polaren dieses Punctes? das heiszt^ wieviel, gerade Polaren 
gehen durch einen beliebigen Punct o, wenn die Pole aller 
dieser Polaren auf Cm liegen? 

Nun liegt nach Nr. 69a.> wenn die gerade Polare durch o 
geht, der Pol auf der ersten Polare von o, die Cm in m(n—l) 
Puncten schneidet. Diese Puncte sind nun natürlich die einzi- 
gen Puncte der Curve Cm» deren gerade Polaren durch gehen» 
und damit haben wir den Satz: 

Lehrsatz XXXVI. Bewegt sich der Pol auf einer 
Curve der m-ten Ordnung, so werden die geraden Polaren 
von einer Curve der m(n—l)-ten Classe umhüllt. 

a. Die gegebene Curve ist eine Gerade. Für m=: l 
entsteht : 

Lehrsatz XXXVII. Durchläuft der Pol eine Gerade 
R, so ist die Einhüllende der geraden Polaren eine Curve 
der {n — iyten Classe, 

ö. Einflusz eines vielfachen Punctes. Hat die Fun- 
damentalcurve einen r-fachen Punct d, so geht die erste Polare 
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von nach Nr. 73. (r--l)'nial durch d. Folglich schneidet, 
wenn auch R durch diesen Punct geht, die erste Polare diese 
Gerade noch in (n — 1) — (r — 1) Püncten. Die Ciasse der ge- 
suchten Einhöllenden ist also in diesem Falle n — r. 

c. r-fa'cher Punct mit s zusammenfallenden Tan- 
genten. Haben auszerdem s Zweige von Cn in d eine ge- 
meinschaftliche Tangente, so beröhrt dieselbe in diesem Pnncte 
nach Nr. 74. s — 1 Zweige der ersten Polare von a. Ist daher 
M diese Tangente, so bleiben noch («— 1) — (r— -1) — VwlJ 
Darchschnittspuncte derselben mit der ersten Polare von o 
übrig, und die Classe der Einhöllenden ist in diesem Falle nur 
«-(r^^-f-l). 

82. Einhüllende Polaren. Wie die Theorie der harmo-' 
nischen MIttelpuncte eines Systems von Puncten einer Geraden 
zur Grundlage der Theorie der Polaren bezogen auf eine Grund, 
curve dient, so führen die Eigenschaften der harmonischen 
Axen. eines Büschels von Geraden, die von einem Puncte aus- 
gehen (M. s. Nr. 19. und Nr. 20.), auf die Begründung einer 
analogen Theorie der einhüllenden Polaren in Bezug auf eine 
Fundamentaicurve von bestimmter Classe. 

Ist K eine Curve der m-teii Classe, R eine Gerade in ihrer 
Ebene, und zieht man von einem Puncte p der Geraden R die 
m Tangenten au K, so werden die harmonischen Axen des 
r-ten Grades des Systems dieser m Tangenten für die Gerade 
jR, w«nn p sich auf R bewegt, von einer Curve der r-ten Classe 
ufldhüllt. Die Gerade R gibt also m— 1 einhüllenden Polaren den 
Ursprung, deren Classen mit m— 1 anfa,ngen und mit 1 schlieszen. 
Die umhüllende Polare der höchsten Classe berührt die Tan- 
genten an K in den PuiDcten, die diese Curve mit R gemein hat, 
ähhet schneidtet R die Curve K in m(m — 1) Puncten, und es gilt 
fe^glitsh der Satfs*: 

Lehrsatz XXXVIII. Eine Curve der m-ten Classe ist 
im Allgemeinen von der mim—iyten Ordnung. 

Diese Ordnung erniedrigt sich aber um zwei Einheiten für 
jede Doppeitangente und um drei Einheiten für jede Wende- 
tangente der Fundamentaicurve, u. s. w., u. s. w. 
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§. 14. 
Sätze über Cumrensysteme« 

83. Ort der Durchschnittspuncte derentsprecheo- 
den Carven zweier projectivischer Reihen. Wir haben 
In Nr. 34. den Ausdruck Reihe von C^rr^n definiert. MaiTnennt 
nun ziyei Reihen von Curven projeclivisch, wenn einem belie- 
bigen^ aber gegebenen Gesetze gemäsz einer jeden Curve der 
ersten Reihe eine einzige Curve der zweiten entspricht und 
umgelcehrt. 

Wir beantworten zuerst die Frage, von welcher Ordnung 
ist der Ort der Durchschnittspuncte der correspondierenden 
Curven zweier projectivischer Reihen bezuglich von der m-ten 
Ordnung und dem Index m und der n-ten Ordnung und dem 
Index Txl Wir können diese Frage auch dahin faszen. Wieviel 
Puncto gibt es auf einer beliebigen Geraden, durch welche je 
zwei entsprechende Curven hindurchgehen? 

Zur Beantwortung derselben sei a ein beliebiger Punct der 
Transversale, durch den m Curven der ersten Reihe hindurch- 
gehen. Die M entsprechenden Curven der zweiten Reihe schnei- 
den nun die Transversale in m.i» Puncten a\ Nehmen wir da- 
gegen einen beliebigen Punct a* der Transversale, durch den 
TU Curven der zweiten Reihe gehen, so schneiden die entspre- 
chenden V Curven der ersten Reihe die Transversale in N,m 
Puncten a. Jedem Puncte a entsprechen daher M.n Puncte af 
und jedem Puncte a* js.m Puncte a; beziehen wir nun die 
Puncte a und af auf denselben Anfang o, der beliebig auf der 
Transversale angenommen werden kann , so besteht unter den 
Abschnitten oa und oa' eine Gleichung, die für oaf vom^M.fi-ten, 
für oa von N.m-ten Grade ist. Läszt man daher a mit af zu- 
sammenfallen , so ist die Gleichung für die Abschnitte Oa vom 
(M.n-|-N.m)-ten Grade, das heiszt auf der Transversale liegen 
M.n+N.m Puncte des gesuchten Ortes. Hieraus erhält man 
das allgemeine Theorem*): 



*) Jonquihres, Th€orhme9 g€niraux etc, p. 117. 
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Lehrsatz I. Der Ort der Durchachnittspuncie der 
entsprechenden Curven zweier projectivischer Reihen be- 
züglich von der m-ien Ordnung und dem Index m und 
und von der n-ten Ordnung und dem Index y ist im All- 
gemeinen höchstens von der {^,n^^,m)-ten Ordnung. 

Wir sagen ^,/m Allgemeinen höchstens", weil verschiedene 
Umstände die Ordnung der resultierenden Curve erniedrigen 
können. Z. B., wenn die beiden Reihen singulare correspon- 
dierende Elementepaare enthalten. Die GrüszeM.ii-i-i^*^''^ musz 
man also vielmehr als eine obere Grenze betrachten, wie als 
eine absolute Zahl. Im Folgenden Nr. 1]1 Ins werden wir 
hierzu in der Theorie der Kegelschnitte bemerkenswerte Bei- 
spiele betrachten*). 

a. Folgerung für die Tangenten der Curven zweier 
Reihen. Für M=:N=rl erhält man aus diesem Satze das in 
Mr. 50. für den Ort der Durchschnittspuncte der entsprechenden 
Curven zweier Curvenbüschel bewiesene Theorem wieder. Im 
Falle I9i=n=]9 hat man den Satz: 

Lehrsatz IL Entsprechen die Tangenten einer Curve 
M-ter Classe den Tangenten einer andern Curve der v-ten 
Classe projectivisch, so ist der Ort der Durchschnitts- 
puncte Je zweier homologer Tangenten eine Curve der 
(M-i-js)-ten Ordnung, 

b. Einhüllende der Verbindungsgeraden entspre- 
chender Puncte zweier Curven. Analog kann man den 
folgenden Satz beweisen, den man aber auch aus dem oben 
gegebenen mittelst des Princips der Dualität ableiten kann: 

Lehrsatz III. Entspricht einem jeden Puncte einer 
Curve der u-ten Ordnung, einem beliebigen Gesetze gemäsz, 
ein einziger Punct einer andern Curve der m-ten Ordnung, 
und umgekehrt, so wird die Gerade, welche zwei homologe 
Puncte beider Curven verbindet, von einer Curve der 
(m + v)-ten Classe umhüllt. 



*) Man sehe auch einen Brief Jonquieres* an den Verfaszer im 
Giomale di Matematiche ad uso etc, Napoli 1863, p. 128., sowie Bemerkungen 
über Curvenreihen von beliebigem Index von G. Battaglinu {Grunerts 
Archiv T. XLI. Heft I. S. 26). 
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84.' Palaren eines Panctes in Bezug auf die Curven 
jeiner Reihe. Von ivelcbem Index ist die Reibe der r-ten 
Polaren eines Ponctes o» die Curven einer Reihe der fi-ten 
Ordnung und vom Index h als Grundcarven angesehen? das 
heiszt, wieviele von diesen Polaren gehen durch einen beiie- 
gen Puncto z. B. etwa durch den gegebenen Pol o seihst ? 

Offenbar gehen nur diejenigen Polaren durch 0, deren Fun- 
danientalcurven der Reihe sich in o schneiden. Da dieses nicht 
mehr als v sind, so haben wir den Satz: 

Lehrsatz IV. Die r-ten Polaren eines beliebigen Fun- 
des in Bezug auf die Curven der n-ten Ordnung einer 
Reihe vom Index n bilden eine neue Reihe ebenfalls vom 
Index n, aber von der (n — ryien Ordnung. Die steile 
Reihe ist der ersten projectivisch. 

a. Anwendung auf ein Curvenbüscbel. Fiir ir=:I 
entsteht : 

Lehrsatz V. Die r-ten Polaren eines Punctes bezogen 
auf die Curven eines Curvenbiischels bilden ein neues, 
dem ersten projectivisches Curvenbüschel"^) 

b. Anwendung auf die geraden Polaren einer 
Reihe. Ist r=n — 1, so entsteht der Satz: 

Lehrsatz VI. Die geraden Polaren eines Punctes in 
Bezug auf die Curven einer Reihe vom Index n werden 
von^ einer Curve der in-ten Classe umhüllt. 

c. Anwendung auf die geraden Polaren eines Bü- 
schels. Hieraus erhalten wir wieder, wenn wir n = 1 setzen: 

Lehrsatz VII. Die geraden Polaren eines gegebenen 
Punctes in Bezug auf die Curven eines Büschels schnei- 
den sich in demselben Puncte und bilden ein dem Curven- 
büschel projectivisches StralenbüscheL 

85. Curven einer Reihe, die von einer gegebenen 



♦) ßobillier, Recherches sur Us lois qui rigissent les lignes etc» (An- 
nales de Gergonne, t. 18, Nismes 1827 — 1828, p. 256). 
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Geraden berührt werden. Wir wollen jetzt die Reibe näher 
betrachten, welche nach Nr. 84. durch die ersten Polaren eines 
Ptinctes bezogen auf die Curven einer Reihe der n-tCB Ord- 
nung und vom Index n gebildet wird. Nach Nr. 70. sind nun 
bekanntlich die Durchschnittspuncte einer der Curven der n-ten 
Ordnung mit ihrer entsprechenden ersten Polare die Berührungs- 
puncte der durch o an dieselben gezogenen Tangenten. Wen- 
den wir daher, da beide Reihen projectivisch sind, auf sie den 
allgemeinen Satz von Jonquieres in Nr. 83. an, so ergibt 
sich das neue Theorem: 

Lehrsatz VIII. Zieht man wn einem Puncte o die 
Tangenten an alle Curven einer Reihe der n-ten Ordnung 
vom Index n, so liegen die Berührungspuncte im Allge- 
meinen alle auf einer Curve höchstens von der is(2*i— !)• 
tien Ordnung. 

Da der Punct o auf n Curven der Reibe liegen muss, so 
wird der Ort der Berührungspuncte natürlich N-mal durch die- 
sen Punct gehen und dort die Tangenten der obigen n Curven 
berühren. Jede Gerade durch o schneidet daher diesen Ort 
noch in 2^(n — 1) Puncten, und es gilt also der Satz: 

Lehrsatz IX. Unter den Curven einer Reihe n~ter 
Ordnung und vom Index is berühren im Allgemeinen hoch- 
stens Je 2N(n — 1) eine beliebige gegebene Gerade, 

Für N = l kommt man auf den Satz in Nr. 49. zurück. 

86. Ort der Pole eine^r Geraden in Bezug auf die 
Curven einer Reihe. Welches ist die Ordnung des Ortes 
eines Punctes, für welchen eine gegebene Gerade in Bezug auf 
alle Curven einer Reihe der M-ten Ordnung und vom Index tu 
die gerade Polare darstellt? 

Wir brauchen zur Beantwortung dieser Frage nur die Zahl 
der Puncte zu kennen, die auf einer beliebigen Transversale, 
z.B. auf der gegebenen Geraden selbst, diese Eigenschaft be- 
sitzen. Auf dieser Geraden können nun nur diejenigen Pole 
liegen, in denen dieselbe irgend eine Curve der Reihe berührt; 
beachten wir dahe.r noch den letzten Satz, so erbalten wir 
hieraus: 
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Lehrsatz X, Der Ort der Pole einer Geraden in Be- 
%ug auf die sämmtHchen Curven einer Reihe der n-ten 
Ordnung vom Index n ist im Allgemeinen eine Curve hoch^ 
stens von der 2n(|} — \)'ten Ordnung. 

Ist N = 1 9 so gebort ein Punct a^ in Gemäszheit des Satzes 
in Nr. 84 c^ dem fraglichen Orte an, wenn seine geraden Pola- 
ren in Bezug auf die gegebenen Curven sich sämmtlicb in ei- 
nem Puncto b der gegebenen Geraden schneiden. In diesem 
Falle gehen aber nach Nr. 69 a. die ersten Polaren von b durch 
Oy und damit ergibt sich der Satz*): 

Lehrsatz XL Die ersten Polaren eines Punctes in 

•i 

Be^ug auf die sämmtHchen Curven eines Curvenbüschels 
n-ter Ordnung bilden ein neues CurvenbüscheL Durch- 
läuft der Pol eine gegebene Gerade, so erzeugen die Ba- 
sispuncte des zweiten Curvenbüschels eine Curve der 
'lin-'iyten Ordnung, die gleichartig der Ort der Pole 
der gegebenen Geraden in Bezug auf die sämmtHchen 
Curven des gegebenen Büschels ist, 

87. Ort der Pole, für welche die gerade Polare 
einer Curve und für die einzelnen Curven einer Reihe 
dieselbe ist. Von welcher Ordnung ist der Ort der Puncte, 
welche in Bezug ^ifeiae gegebene Curve der n-ten Ordnung 
und in Bezug auf^Sle. *Curve Cm einer gegebenen Reihe vom 
Index M dieselbe gerade Polare haben? 

Um die Aufgabe zu losen, untersuchen wir^ wieviele Puncte 
des gesuchten Ortes auf einer beliebigen Transversale liegen. 
Zu dem Ende sei a ein beliebiger Punct der Transversale, A 
die gerade Polare dieses Punctes in Bezug auf Cn\ dann ist 
nach dem Obigen (Nr. 86.) der Ort der Pole der Geraden A in 
Bezug auf die Curven Cm allerhochstens eine Curve der ^uitn—iy 
ten Ordnung, die natürlich die Transversale in 2M(m — I) Pun- 
cten a' schneidet. Nehmen wir umgekehrt auf der Transversale 
beliebig den Punct a'y so werden die geraden Polaren von af 
bezogen auf die Curven Cm von einer Curve der M-ten Classe 
umhüllt, welche nach Nr. 81 a. mit der Einhüllenden der (ft— 1)- 



*) Bobillier, a, a. 0, 
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ten Olasse der geraden Polaren der Punete der Transversale 
in Bezug auf C% als Fundamentalcurve m(ii — J) gemeinschaft- 
liche Tangenten bat. Diese u{n — 1) Tangenten sind Polaren 
von eben so viel Puncten a der Transversale in Bezug auf Ca 
als Grundcurve. Jedem Punete a entsprechen demnach höch- 
stens 2m(w— 1) Punete a* und jedem Punete af m(« — 1) Punete 
a, folglich gibt es nach Nr. 83. höchstens 2m(w— 1)+m(«— 1) 
Punete a, welche mit ihren entsprechenden Puncten a* zusam- 
menfallen. Daraus entsteht der Satz: 

Lehrsatz XII. Der Ort eines Fundes, der sowol in 
Befsusimgjf eine Curve der n-ten Ordnung, als in Bezug 
aufliSiP^^^Sei^ einer Reihe der m^ten Ordnung und vom 
Index M dieselbe gerade Polare besiM, ist im Allgemei- 
nen eine Curve höchstens von der M(n + 2w— 3)-/e» Ord- 
nung. 

a, Einflusz der Doppelpuncte und Spitzen. Hat 
die gegebene Curve einen Doppelpunct, oder eine Spitze in d, 
so wird die gerade Polare dieses Punctes in Bezug auf Cn nach 
Nr. 72. unbestimmt. Man kann daher als solche die Tangenten 
an jede der m Curven Cm annehmen» welche durch d gehen» 
und es wird folglich die Curve der M(ii-f 2m — 3)-ten Ordnung, 
die wir durch K bezeichnen wollen, M-mal durch jeden Doppel- 
pnnct und jede Spitze von Cn gehen. 

b. Einflusz der Spitzen. Ist d ein Riickkehrpunct der 
Curve Cn, und wenden wir die obige» fiir eine beliebige Trans- 
versale angestellte Betrachtung auf die Rückkehrtangente T an, 
so sieht man, wenn man beachtet» da^sz für unsern Fall die Ein- 
hüllende der geraden Polaren der Punete von T für die Curve 
Cn nach Nr. 81d(. von der (n — 3)-ten Classe ist» dasz also jedem 
Punete a' M(n— 3) Punete a entsprechen werden; dasz die 
Tangente T auszer im Punete d die Curve JT noch in m(|}-|-2»»— 5) 
Puncten schneidet» dasz also der Punct d für 2m Durchschnitts- 
punete der Linien K und T gilt. In d sind folglich nach Nr« 32. 
3if Durchschnittspuncte der Curven K und Cn vereinigt, 

e. Zahl der Curven der Reihe, welche die gege- 
bene Curve berühren. Hieraus folgern wir» dasz» wenn die 
gegebene Curve Cn d Doppelpuncte und % Rückkehr punete be- 



\ 
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sitzt^ sie voD K in noch weiteren }A\n{n'^^m — 3)--2d — 3k} Pan- 
cten geschnitten wird. Diese sind aber der Definition der Cor- 
▼en K gemfisz die Puncte, in denen Cn von den Curven der 
gegebenen Reihe berührt wird, und es gilt daher der Satz: 

Lehrsatz XIII. In einer Reihe m-ter Ordnung und 
vom Index m gibt es im Allgemeinen höchstens 

M[n(ii + 2m — 3) — 2a — 3 jc] 

Curven, welche eine gegebene Curve der n^-ten Ordnung 
berühren, die ö Doppelpuncte und % Spitzen enthält*). 

d. Zahl der Tant^enten von einem Piincte an eine 
Curve. FurM = m=l entsteht hieraus: 

Lehrsatz XIV. Die Zahl der Tangenten, welche man 
von einem gegebenen Puncte an eine Curve n-ter Ordnung 
mit d Doppelpuncten und x Spitzen uehen kann, ist gleich 

n(w— 1)--2(5— 3x. 

Dies Resultat erhielten wir schon in Mr. 74 c. 

88. Doppelpuncte der Curven eines Büschels. 
Wieviel Curven eines Curvenbüschels m-ter Ordnung haben 
einen Doppel punct? 

Zur Beantwortung der Frage nehmen wir beliebig drei 
Puncte 0, 0', o" an, die nicht in gerader Linie Hegen. Die 
ersten Polaren dieser Puncte in Bezug auf die Curven des ge- 
gebenen Büschels erzeugen nach Nr. 84a. drei weitere projecti- 
rische Carvenbüschel der {m — l)-ten Ordnung, wenn wir nur 
als correspondierende Curven dieser drei Büschel diejenigen 
Polaren der drei Puncte 0, o\ o** betrachten, welche derselben 
Curve des gegebenen Büschels entsprechen. Hat nun eine der 
gegebenen Curven einen Doppelpunct, so schneiden sich nach 
Nr. 73. in ihm die drei sich entsprechenden Polaren von o, 0* 
and o''; die Doppelpuncte des gegebenen Curvenbüschels sind 
also diejenigen Puncte der Ebene, durch welche drei entspre- 
chende Curven der drei projeetivischen ersten Polaren büschel 
hindurchgehen. 



*) Bischof/, Einige Sitze über die Tangenten algebraischer Vurven, 
(fir eile' Bor chardts Journal, T. 56. Berlin, Beimer. 1859, S. 172), — 
Jonquieres^ Th^orvnes gän&atuc etc, p. 120. 
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Nan erzeu|;en das erste und zweite PolarenbCIsciieA durch 
die Darehscbnittjipiiiicte der entspreehenden Curven nach Nr. 50. 
eine Curve der 2(m — l)-teii Ordnimg; «ine zweite Carve der- 
selben Ordnung erzeugen das erste und dritte Polarenbüschel. 
Beide Curven gehen durch die (m— 1)^ Basispnncte des ersten 
Polarenbüschel 8, sie schneiden sich also noch in ^m— 1)* 
Punoten, welche offenbar die gesuchten sind. Das gibt: 

Lehrsatz XV. Die Curven eines Curvenbiischels m-ter 
Ordnung enthalten 3(/» — 1)^ Doppelpuncte» 

a. Einflusz eines gemeinschaftlichen Berüh- 
rungspunctes der Curven des Buscheis. In einem der 
oben angenommenen Puncte mögen sich jetzt die sämmtlichen 
Curven des Büschels berühren. Dann hat nach Nr. 47. eine 
von ihnen 5 etwa Cm, in diesem Puncte einen Doppelpunct; 0* 
liege auf der gemeinschaftlichen Tangente des Büschels, und 
0*' sei beliebig angenommen. Nun geben nach Nr. 71. alle erste 
Polaren von o bezogen auf die sämmtlichen Curven des Bü- 
schels durch o und berühren in ihm die Gerade 00', und eine 
derselben^ diejenige nämlich, welche der Curve Cm entspricht, 
hat nach Nr. 72. in einen Doppelpunct. Auch die Polaren von 
o' gehen nach Nr. 70. sämmtlich durch o, von den Polaren des 
Punctes 0'' aber enthält nach Nr. 73. nur diejenige den Punct 
0, welche der Curve Cm entspricht. 

Die Polaren von und von o' erzeugen nach Nr. 52a. eine 
Curve der 2(2»— l)-ten Ordnung, für welche o ein Doppelpunct 
und 00' eine der beiden Tangenten dieses Punctes darstellt. 
Ebenso erzeugen die Polaren von o und o*' eine zweite Curve 
der 2(m — l)-ten Ordnung, die. nach Nx.51/>. ebenfalls zweimal 
durch geht. Der Punct o, der für beide Curven der 2(m'--ly 
ten Ordnung ein Doppelpunct ist, gilt daher für vier Durch- 
schnittspuncte» Da nun in die Polaren dieses Punctes ein- 
ander berühren, so sind die weiteien Basispuncte des von ihnen 
gebildeten Büschels noch (m — 1)^ — 2. Auszer diesen Punctep 
and dem Puncte o schneiden sich die Curven der 2(m — l)-ten 
Ordnung daher noch in 

4(iii-l)«— 4 — [(m — 1)«— 2] =3(»i— 1)2— 2 

Puncteo. Daher der Satz : 
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Lehrsatz XVL Berühren sich die Curven eines Bü- 
scheis sämmtlich in einem Puncte o, so gilt dieser für 
%wei der Doppelpuncte des Büschels* 

b* Einflusz eines Rückkehrpanctes einer beile- 
gen Curve des Büschels. Ist nun o für eine der Curven 
des Büschels, etwa Cmy eine Spitze, nehmen wir ferner o* auf 
der Rückkehrtangente an und für o** einen beliebigen andern 
Ponct, so bilden die ersten Polaren von o in Bezug auf die 
gegebenen Curven ein zweites Curvenbüschel, in welchem die 
Polare in Bezug auf Cm nach Nr. 72. ebenfalls eine Spitze in 
o mit der Rückkehrtangente 00* hat. Dieser Curve entspricht 
in dem Polarenbüschei von o' eine Curve, welche nach Nr. 78a. 
ebenfalls zweimal durch o geht, und im Polarenbüschel von o" 
eine Curve, welche nach Nr. 74 c. durch o geht und in ihm 00' 
berührt. Folglich hat die durch die beiden ersten Polarenbü- 
schel erzeugte Curve der 2(»i — l)-ten 4>rdnung nach Nr. 51/1 
in einen Doppelpunct. Auszerdem erzeugen das erste und 
dritte Polarenbüschel nach Nr. 51^. eine zweite Curve derselben 
Ordnung, welche einfach durch o geht und dort die Gerade 
00' berührt. Diese beiden Curven haben daher in o zwei zu- 
sammenfallende Durchschnittspuncte, und es bleiben daher, wenn 
wir von den {m — 1)^ Basispuncten des ersten Büschels absehen, 
noch Z{m — 1)^ — 2 Durchschnittspuncte übrig. In diesem Falle 
haben wir also folgenden Satz: 

Lehrsatz XVII. Hat eine Curve eines Büschels einen 
Rückkehrpunct, so zählt dieser ßr zwei der Doppelpuncte 
des Büschels. 

c. Die Curven des Büschels berühren sich sämmt- 
lich, and der Berührungspunct ist für eine derselben 
eine Spitze. Wir setzen endlich voraus, dasz alle Curven 
des Büschels durch o gehen, und dieser Punct für Cm eine 
Spitze bilde. Wir nehmen o' auf der Rückkehrtangente und 
O" auf der Geraden, welche Jn o alle anderen Curven des Bü- 
schels berührt Die Polaren von o gehen dann sämmtlich durch 
diesen Punct und berühren ip ihm nach Nr. 71. die Tangente 
00^, aber eine von ihnen, nämlich die, welche Cm entspricht, 
hat nach Nr. 72. in o ebenfalls eine Spitze mit der Rückkehr- 
tangente 00', Die Polaren von o" gehen nach Nr. 70. eben- 
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falls sämmtlicb durch 0, und eine unter ihnen^ die der Curve 
Cm entspricht, berührt nach Nr. 74c. in o die Gerade 00\ Un- 
ter den Polaren von 0' geht endlich nur eine einzige, nämlich 
die, welche Cm entspricht, durch o, aber sie hat in o nach 
Nr. 78«. einen Doppelpunct. Folglich hat die durch die Pola- 
renbiischel von und 0" erzeugte Curve der 2(»i— ])-ten Ord- 
nung nach Nr. 52a. in einen Doppelpunct mit 00* und oo** 
als Tangenten, dagegen hat die durch die Polaren büschel von 
und o' erzeugte zweite Curve der 2(i» — l)-ten Ordnung nach 
Nr. 51c. in o eine Spitze mit der Rückkehrtangente oo\ Alles 
in Allem haben also die beiden so erhaltenen Curven in o ei- 
nen Doppelpunct und die Tangente 00* gemein, das heiszt nach 
Nr. 32., in jsind fünf ihrer Dnrchschnittspuncte vereinigt. 
Auszer dem Puncte 0, in dem sich alle Polaren des ersten 
Büschels berühren, und den übrigen {m — 1)^—2 Basispuncten 
dieses Büschels bleiben also noch 3(i7i — 1)^ — 3 Durchschnitts- 
puncte der beiden Curven 2{m — ])-ter Ordnung übrig. Daher 
hat man den Satz: 

Lehrsatz XVIII. Ist o ein gemeinschaftlicher Punct 
sämmtlicher Curven eines Biischels und ßir eine dersel- 
ben eine Spit%e, so zählt er fUr drei der Doppelpuncte 
dieses Büschels. 

d. Die Curve von Steiner. Wenden wir den allge- 
meinen, am Anfange dieser Nummer bewiesenen Satz auf das 
in Nr. 77. betrachtete erste Polarenbüschel der Puncte einer 
Geraden an, alle Polaren auf dieselbe Curve der n-ten Ordnung 
Cn beziehend, so haben wir den Satz: 

Lehrsatz XIX. Auf jeder Geraden gibt es 3(ii— 2)« 
Puncte, von denen Jeder in Bezug auf eine gegebene Curve 
n'ter Ordnung zur ersten Polare eine Curve mit einem 
Doppelpunct hat. 

Nehmen wir nun noch auf den Satz in Nr. 78. Rücksicht, 
so läszt sich der letzte Satz auch so faszen: 

Lehrsatz XX. Der Ort der Pole der ersten Polaren, 
welche einen Doppelpunct besitzen, in Bezug auf eine Curve 
n-ter Ordnung, oder auch der Ort der Durchschnittspuncte 
der Paare von Geraden, welche conische Polaren bilden^ 
ist eine Curve der 3(ii — 2)*-/cii Ordnung. 
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Diesen Ort nennen wir die Curne von Steiner*) der 
FandameBtalcurve. 

e. Einfluss einer Spitze der Grandcurve auf die 
Curve von Steiner. Hat die Fundamentaicurve in d eine 
Spitae, 80 ist nach Nr. 78 a. jeder Punct der Rückicehrtangente 
der Pol einei ersten Polare, die in tf einen Doppelpunct besitat. 
In diesem Falle ist also die RQckkehrtangente ein Teil der 
Curve von Steiner. 

89. Weitere Eigenschaften der Doppelpunetedes 
Büschels. Die gerade Polare eines festen Punetes in Bezug 
auf die Curven eines Büschels gehen nach Nr.84cr. sämmtlich 
durch einen zweiten festen Punct. Betrachten wir nun eine 
Curve des Büschels, die in d einen Doppelpunct hat, so ist 
die gerade Polare dieses Punetes nach Nr. 72. unbestimmt, es 
müszen daher die geraden Polaren von d in Bezug auf sämmt- 
liche übrige Curven des Büschels in eine einzige Gerade zu- 
sammenfallen, und darin liegt der Satz: 

Lehrsatz XXI. Jeder Doppelpunct der Curven eines 
Curvenbüschels hat für jede Curve des Büschels dieselbe 
gerade Polare. 

Hieraus folgt mit Bezug auf Nr. 86. : 

Lehrsatz XXII. Der Ort der Pole einer Geraden in 
Be%ug auf sämmliche Curven eines Curvenbüschels der 
m-ten Ordnung ist eine Curve der 2(m — lyten Ordnung^ 
und enthält sämmtliche S(m — I)^ Doppelpuncte des Cur- 
venbüschels. ^ 

Ebenso entsteht aus Nr. 87. : 

' »I. ^ • 

• 

Lehrsatz XXIII. Der Ort der Punete, welche ^ BC' 

zug auf eine gegebene Curve Ca und auf die einstelnen 

Curven Cm eines Curvenbüschels dieselbe gerade Polare 

haben, ist eine Curve der (n + 2m'S)-ten Ordnung, die 

ebenfalls durch sämmtliche 3(m — l)^ Doppelpuncte des 



*) Nftch dorn Namen des grossen dentBolien Creometer», der sie, soviel 
ich weisz, zuerst betrachtete. 
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Büscheis gehi* Ättsver diesen Puneten Hegen auf der Curve 
der (n + 2m — ^yten Ordnung alle Puneten in denen Cn 
von irgend einer Curve Cm des Büschels berührt wird. 

Als specielTerr Fall hat man hieraus : 

Lehrsatz XXIV. Wird eine Gerade von 2(i»— 1) Cur- 
ven eines Curvenbüschels der m-ten Ordnung berührly so 
liegen die 2(w— 1) Berührungspuncte, sowie die 3(w— 1)^ 
Doppelpuncie des Büschels auf einer Curve der 2(m — 1)- 
ten Ordnung, dem Ort der Pole der gegebenen Geraden 
in Bezug auf die sämmtlichen Curven des Büschels, 

90. Ort der Berührungspuncte der Curven zweier 
Büschel. Von welcher Ordnung ist der Ort der Berührungs- 
puncte der Curven zweier Curvenbuschel der i7»-ten und 97}|-ten 
Ordnung? 

Zunächst ist es klar, dasz der gesuchte Ort durch sämnit- 
liehe nfl-\-mi^ Basispuncte der beiden Büschel gehen musz. 
Denn ist a ein Basispunct des ersten Büschels, so geht durch 
ihn eine Curve des zweiten Büschels. Zieht man nun die Tan- 
gente an diese Curve, so gibt es nach Nr. 46. eine Curve des 
ersten Büschels, welche diese Gerade in dem nämlichen Pnncte 
berührt. Beachten wir nun noch, dasz jede Curve des ersten 
Büschels von den Curven des zweiten Büschels nach Nr. 87, in 
m(n-h2i9»i — 3) Puneten berührt nird, so wird jede Curve des 
ersten Büschels auszer den m^ Basippuncten noch m^m-^-^mi-^) 
Puncte des gesuchten Ortes enthalten, das beiszt im Ganzen 
i»(2»i+2»ii— 3). Der gesuchte Ort ist daher von der [2(»i+i»,)— 3j- 
ten Ordnung. Er geht nicht nur durch die Basispuncte beider 
Büschel, sondern auch durx^h ihre 3(w — 1)* + 3(Wi — 1)* Dop- 
peipuucte (S. Nr.88.),^depn jeder dieser Puncte gilt für %wei 
Dnrchschnittspuncte |der Curvet) des einen Büschels mit einer 
Curve des zweiten. Somit haben wir den Satz: 

Lehrsatz XXV. Die Berührungspuncte der Curven 
zweier Curvenbuschel von der m-ten und nii-ten Ordnung 
liegen auf einer Curve der [2(i» + i«i)— 3]-/'^n Ordnung, 
welche durch die Basispuncte und die Doppelpuncie beider 
Büschel hindurchgjBhl. 

a. Die Curve von Hesse einer Fundamentalcurve. 
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Die beiden Curveobiischel nehmen wir jetzt als erste Polaren- 
buschei fär eine gegebene Curve Cn n-ter Ordnung als Grund- 
curve an, und setzen also »i=:i7t| = n — L Die Basispnncte 
der beiden Büschel sind nach Nr. 77. die Po Up e a von zwei 
Geraden, sie liegen also nach Nr. 69a. alle auf der ersten Po- 
lare des Durchschnittspunctes dieser beiden Geraden. Beide 
Büschel haben daher in diesem Falle eine Curve gemein, die 
offenbar einen Teil des oben nachgewiesenen Ortes ausmacht. 
Sehen wir ron derselben ab, so bleibt als Ort der Beruhrungs- 
puncte der Curven des einen Bfischels mit denen des anderen 
eine Curve der Ordnung 

4(n— 1)— 3 - (n— 1) = 3(«— 2) 

übrig, die durch die Doppeipuncte der gegebenen Büschel geht. 
Diese Curve der 3(n~2)-ten Ordnung bleibt dieselbe, wenn 
man fär die beiden betrachteten Polarenbüschel andere derar- 
tige einführt. Denn, da alle erste Polaren, die durch einen 
gegebenen Punct gehen, nach Nr. 77«. noch (n — 1)* — 1 gemein- 
schaftliche Puncte haben und ein Curvenbüschel bilden, so 
müszen, wenn sich zwei erste Polaren in diesem Puncte be- 
rühren, alle andern ebenfalls in ihm die Tangente gemein haben. 

Hieraus folgern wir, dasz der Ort der Berührungspuncte 
zweier erster Polaren die Doppeipuncte sämmtlicher erster Po- 
larenbüschel enthält und also mit Bezug auf Nr. 78. auch der 
Ort der Pole derjenigen comschen Polaren ist, welche sich in 
zwei Gerade auflösen, das heiszt, wir können den Satz aus- 
sprechen : 

Lehrsatz XXVI. Der Ort der Berührungspuncte der 
ersten Polaren in Be%ug auf eine gegebene Curve n-ter 
Ordnung ist eine Curve derZ{n—%'ten Ordnung, die sich 
auch als Ort der Doppeipuncte der ersten Polaren^ oder 
als Ort der Pole definieren läs%t, deren conische Polaren 
ein Paar gerade Linien bilden. 

Dieser Curve geben wir den Namen Curve von Hesse 
der Fundamentalcurve, weil sie die geometrische Interpretation 
einer Covariante darstellt, welche Sylvester mit dem Na- 
men a Hessian (nach dem Namen ihres Entdeckers Hesse) 
belegt hat, nämlich die Determinante aus den zweiten partiellen 
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Differentialquotienten einer gegebenen homogenen Form dreier 
Variablen *). 

ö. Andere Erklärung der Heseeschen Curve. Die 
Puncte, in denen sieb die ersten Polaren zweier Puncte o und 
0' schneiden, sind nach Nr. 77. die Pole der Geraden 00'; die 
Beriihrungspuncte zweier erster Polaren bilden daher je zwei 
zusammenfallende Pole von oo\ Nennen wir nun für das Folgende 
die (n — 1)* Pole einer und derselben Geraden verbundene Pole 
(poli oongiunti), so können wir auch sagen. 

Lehrsatz XXVII. Die Curve von Hesse ist der Ort 
der Pole, welche mit einem ihrer verbundenen Pole %usamr 
menfallen. 

c. Indicatrieen eines Punetes. Nennen wir ferner in- 
dicatricen eines Punetes das System der beiden Tangenten, 
welche man von ihm aus an seine conische Polare legen kann, 
so entsteht folgende weitere Definition: 

Lehrsatz XXVIIL IHe Fundamentalcurve bildet mit 
der Hesseschen Curve %usammen den Ort der Puncte, de^ 
ren Indicatrieen sich auf eine einzige Gerade reduderen. 

91. Gemeinschaftliche Beriihrungspuncte der 
Curven dreier Büschel. In wieviel Puncten berühren sich 
die Curven dreier Curvenbuschel der JiS|-ten, m^-ten, m^^ten 
Ordnung zu drei und drei? 

Die Berührungspuncte der Curven der ersten beiden Büschel 
zu zwei und zwei bilden nach Nr. 90. eine Curve der [^(mi-^m^) 
— 3]-ten Ordnung, und dem analog bilden die Berührungspuncte 
der Curven des ersten und dritten Büschels zu zwei und zwei 
eine zweite Curve der [^(mi+mi) — 3]-ten Ordnung. Diese 
beiden Curven haben nun die Basispuncte und die Doppel- 
puncte des ersten Büschels gemein, das heiszt iii|^-|-3(i7t| — 1)^ 



*) Sylvester, On a iheory of the syzygetic relaiions qf Uno rational 
integral funcdone, (Pbilosophical transactions, vol. 143, part 3, London, 
1853. p. 545.) 

Cremonaf Ebene Carven, 9 
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Pmiete» di« mit der Aufgabe nlebts zu tan babeo, sie sebneiden 
sieb aber auszerdem ooob in anderen 

[2(»ti+»i5i)-3][2(%+»is)-3]-[ii»x2 + 3(mi-l)«] 

Puncten, und dieses ist die gesuchte Zahl. 

a. Einbülleode der Taugenten in den Berfibrungs- 
puncten zweier Büschel. Ist in = l9 so entsteht: 

Lehrsatz XXIX. JHe gemeinackaßlichen Tangemen 
der Puncte^ in denen sich die Curven zweier Büschel der 
mi'ien und m^-ten Ordnung berühren^ werden von einer 
Ourve der [4»»|.»i2 — -{pii ^fw^^-ten Clctsse umhüllt. 

ö. Einhüllende der gemeinschaftlichen Tangen- 
ten der ersten Polaren einer Curve. Sind die Curven 
beider Büschel erste Polaren in Bezug auf dieselbe Curve Cu 
der n-ten Ordnung, das heiszt, ist mi = m2 = n — 1, so haben 
n&ch Nr. 90 a. .die beiden Büschel eine Curve gemein/ die von 
der (n — l)-ten Ordnung, also nach Nr. 70. von der (n— l)(n— 2)- 
ten Classe ist. Diese Curve gehurt nun offenbar zu der eben 
betrachteten Einhüllenden, und diese besteht demnach auszer- 
dem noch aus einer Curve der 3(ii — I)(n — 2)-ten Classe. Damit 
ergibt sich der Satz: 

Lehrsatz XXX. Die gemeinschaftlichen Tangenten in 
den Berührungspuncten der ersten Polaren in Bewag anf 
eine Carte nrter Ordnung werden von einer Curve der 
3(0— l)(fi-2H^ii Classe umhüllt*). 



§. 15. 
C(eometrlsclie IVetse* 

92. Erklärung eines Netzes; dieHessesche Curve 
eines Netzes. Das vollständige System von Curven m-ter 



*) Steiner, a, a. 0., S. 4 — 6. 
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Ordnung» die |m(i»-f 3)— -2 gemekiscbaftlkhett Bedingungen ge. 
nugen* oennen wir ein geometrUches Hein der m-^en Ordnung, 
wenn durch zwei weitere beliebig gewählte Pnticte »nr eine 
einzige Carve des Systeme hindurchgeht» d^ heiszt» wenn die 
Curven des Systems» welche durch eineu und denselben Punct 
gehen» ein Curvenbuschel bilden*). 

So bilden z. B. die ersten Polaren für eine gegebene Curve 
der n-ten Ordnung als Grundcurve nach Nr. 77 a. ein geome- 
trisches Netz der (n — l)-teD Ordnung» und es bszen sich auch 
viele Eigenschaften dieser Polaren ganz auf die nämliche Weise 
für ein beliebiges Netz beweisen. 

Nach Nr. 77 a. bestimmen zwei Curvenbuschel m-ter Ord- 
dnung» welche eine Curve gemein haben» oder drei Curven 
im-ter Ordnung» die nicht durch dieselben m^ Puncte gehen, 
ein geometrisches Netz »i-ter Ordnung. 

Der Ort der Puncte» in denen sich zwei Curven eines Netzes 
der m'-ten Ordnung» also auch noch eine unbegrenzte 2^hl an- 
dere, berühren» ist eine Curve der 3(i»--])-ten Ordnung. Diese 
Cufve» die man die Heseescke Curve des Netzes nennen kann» 
ist nach Nr. 90 a. gleichzeitig der Ort der Doppelpuncte der 
Curven des Netzes. 

Die gemeinschaftlichen Tangenten in den Berfihrungspuncten 
der Curven des Netzes werden nach Nr. Ol d. von einer Curve 
der ^fn(m — l)-ten Classe umhüllt. 

a. Einflusz eines allen Curven des Netzes ge- 
meinschaftlichefi Punctes. Angenommen» alle Curven eines 
Netzes hätten einen Punct a gemein» und es sei a' der zu a 
unendlich nahe Punct einer Geraden Ä, die durch a gezogen 
ist» so gehen eine unbegrenzte Zahl von Curven durch af, be- 
rühren also die Gerade A im. Puncte a» und bilden fn ihrer 
Gesammtheit ein Curvenbuschel. Ziehen wir nun eine zweite 
Gerade Äi durch a» und ist in ihr a^ der unendlich nahe Punct 
von a» so gibt es nur eine einzige Corve des Netzes» welche 
gleichzeitig durch a' und a^ gebt» die also in a einen DoppöK 
punet besitzt. Hieraus folgt: 



') MebiuA, «. a. a, 8. 266. — Sttin^^r. ä. d, O., S. 5. 

9* 



132 Zweite» Capitel, [§.15. 

Lehrsatz I. Haben die Cfurven einee Net%es sämmilich 
einen Punct gemein, so ist derselbe für eine dieser Cur" 
ren ein Doppeipunct, vnd diejenigen Curven, welche in die- 
sem Punete dieselbe Gerade berühren, bilden ein Curvenr- 
büscheL 

b. Einflusz einer gemeinschaftlichen Tangente im 
geroelnschaftichen Punete. Wir nehmen weiter an, es 
berührten alle Gurven eines Netzes in einem und demselben 
Punete ä dieselbe Gerade 71 Zieht man eine zweite beliebige 
Gerade A durch a, so existieren immer eine unbegrenzte Zahl 
von Curven des Netzes« die durch den zu a unendlich nahen 
Punct von A gehen, und die Gesammtheit dieser Curven bildet 
ein Curvenbiischel. Alle Curven dieses Büschels werden von T 
und von A in je zwei mit a zusammenfallenden Puncten geschnit- 
ten, dieser Punct ist daher für alle ein Doppeipunct« so dasz 
also das Büschel dasselbe bleibt, wenn man A sich um a dre. 
hen läszt. Unter den Curven dieses Büschels sind nach Nr. 48. 
zwei, für welche a ein Rückkehrpunct ist, und von diesen hat 
eine gleichzeitig die Gerade T zur Rückkehrtangente. Diese 
letzte Curve ist dadureh gegeben , dasz sie T in drei und A in 
zwei mit^a zasammenfallenden Puncten schneiden musz. 

93. Die Jacobische Curve dreier Curven. Wir be- 
stimmen zunächst den Ort der Punete, deren gerade Polaren in 
Bezug auf drei Curven (7, C C bezüglich von der m-ten, j»'-teD, 
m"-ten Ordnung sich in einem Punete schneiden, das heiszt 
mit andern Worten nach Nr. 69 a. den Ort der Punete, in denen 
sich die ersten Polaren eines und desselben Punctes in Bezug 
auf die drei gegebenen Curven schneiden. Zu dem Ende ziehen 
wir durch einen beliebigen festen Punct O eine beliebige Trans^ 
versale L und bestimmen die Punete, in welchen sich je drei 
erste Polaren eines und desselben Punctes von L schneiden« 
• Laszen wir dann diese Gerade L sich um o drehen, so erhal- 
ten wir auf diese Weise alle Punete des gesuchten Ortes. 

Die ersten Polaren der Punete von L in Bezug auf C und 
C bilden nun nach Nr. 77. zwei projectivische CurvenbüscheL 
Die entsprechenden Curven, das heiszt die Polaren eines and 
desselben Punctes von Z, schneiden sich daher in den Puncten 
einer Curve JT der (ffi-f ^' '~2)-ten Ordnung, welche durch die 
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Basispuncte beider Bdsehel hindurchgeht. Die Basis des ersten 
BSschels erhalten wir dabei durch die (in — 1)* Durchschnitts- 
puncte der ersten Polare von o in Bezug auf C mit einer be- 
liebigen andern ersten Polare eines Punctes von L in Bezug 
auf dieselbe Curve. 

Wir haben somit eine Curve JT bestimmt, die der Ort der 
Puncto ist« in welchen sich die zwei ersten Polaren eines be* 
liebigen Punctes von L in Bezug auf die Curven C und C 
schneiden. 

Jede Gerade L, die wir durch o ziehen» individualisiert eine 
solche Curve K*, von allen diesen Curven geht aber nur eine 
einzige durch einen beliebigen Punct p. Denn sollen durch p 
die ersten Polaren für (7 und C als Grundcurven hindurchgehen«. 
80 ist der Pol derselben nach Nr. 69 a, der Durchschnittspunct 
p* der beiden geraden Polaren von p; p* bestimmt nun die Ge- 
rade £» die durch o geht» und diese Gerade endlich die Curve 
K'y welche durch p geht. Laszen wir also L sich um drehen, 
so erzeugt nach Nr. 4]. die Curve K* ein Curvenbüschel. 

Substituieren wir für die Curve C die dritte C"» so erzeugt 
die Gerade L auf dieselbe Weise eine Curve K'' der {m:\^mf'"^y 
ten Ordnung« welche durch dieselben (i9t — 1)^ Basispuncte des 
ersten Büschels geht« das schon zur Erzeugung der Curve K* 
diente. Durch Drehung von L um entsteht nun ein entspre* 
ckendes Curvenbüschel von Curven K*\ Die beiden Büschel, 
die durch K* und K** erzeugt werden« sind unter einander pro- 
jeotivisch« da jedes derselben dem Stralenbüschel« das durch 
die durch gelegten Geraden L entsteht« projectivisch ist, und 
folglich erzeugen beide Büschel bezüglich von der (m-f m'— 2)- 
ten und (»i + »i"— 2)-ten Ordnung nach Nr. 50. eine Curve der 
(2i»+i»'+»»"— 4)-ten Ordnung. Nun haben aber immer je zwei 
correspondierende Curven K' und K" (»i — 1)* Puncto gemein« 
die in einer festen Curve der {m — l)-ten Ordnung liegen« nSm- 
lich auf der ersten Polare des Punctes in Bezug auf C. Die 
übrigen 

(m + w'— 2)(i» + m"— 2) — (I» - 1)« 

= mm' + mW + m*'m—%m + »»' + m") + 3 

gemeinschaftlichen Puncto der homologen Curven K* und K'* 
erzeugen also nach Nr. 50 a. eine Curve von der Ordnung 
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Diese ist offenbar der gesuchte Ort. 

Diese Curve nennen wir im Folgenden die Curve von 
Jacobi für die drei gegebenen Curven*). 

Geben die drei Cnrven durch denselben Ponet a, so gehen 
die geraden Polaren dieses Ponctes alle durch denselben; ha- 
be« also drei Cnriren C^ C\ C*' allen dreien gemeinschaftlielie 
Pancte, so sind diese auch Puncto ihrer Curve von Jacoöü 

Hat eine der drei Gurven» z. B. C", einen Doppelpunct ä, 
so ist nach Nr. 72. die gerade Polare dieses Punctes in Bezug 
auf C* unbestimmt» man kann dann also für sie die Gerade 
annehmen, welche d mit dem Durcbschnittspunct der beiden 
geraden Polaren dieses Punctes in Bezug auf die beiden übri- 
gen Curven C und C verbindet. Daraus folgt dann^ dasz die 
Jacobische Curve durch die Doppelpwicte der drei gegebenen 
Cnrven geht. 

94. Specfielle Fälle der Jacobischen Curve. Neh- 
men wir mf = mf*9 das heiszt also zwei der gegebenen Curven 
von derselben Ordnung an, so ändert sich die Curve von /a- 
cobi in diesem Falle nicht, wenn man an die Stelle der obigen 
Curven andere Curven des Bäscbels setzt, das sie zusammen 
bestirainen. Die^i ist augenblicklich klar, da die Jacobische 
Curve der Ort der Puncto ist, durch welche drei erste Pola- 
ren ftir denselben Pol gehen, und da nach Nr. 84a. die ersten 
Polaren eines und desselben Poles in Bezug auf alle Curven 
eines Bifschels ein neues Büschel bilden, und folglich alle durch 
dieselben Puncte gehen. 

In diesem Falle kann man die Jacobische Curve noch auf 
eine zweite Art definieren. Ist nämlich p ein Punct derselben, 
so gehen die drei ersten Polaren dieses Punctes in Bezug auf 
die drei gegebenen Curven durch denselben Punct p'; p^ ist 
aber der Punct, durch welchen nach Nr. 84 c. alle geraden Po- 
laren von p in Bezug auf a//e Curven des Büschels {C'C") 
gehen, folglich ist die gerade Polare von p in Bezug auf C 



*) Sylvester, a. a. 0., p. 546. 
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auch die gerade Pokre desselben Puoctes in Bezvg aof eine 
Carve des eben erwähnten. Büschels. Man kann daher sagen: 
die Carve von Jacoöi für die drei gegebenen Gurren Ist der 
Ort eines Punctes^ der in Beaeug aof C and in Bezug auf irgend 
eine der Curven des Buscheis {fi*C) dieselbe gerade Polare 
hat. Diesen Ort haben wir aber schon oben in Nr. 87. be- 
stimmt. 

95. Die Gurve von Hesse fflr ein geometrisches 
Netz. Es sei jetzt m 3= m' =: »i'% das heiszt» es seien alle 
drei Gurren von der nämlichen Ordnung. Zwei beliebigen von 
ihnen können wir nach Nr. 94. zwei andere Curven des von 
ihnen erzeugten Büschels substituieren^ das heiszt^ wir können 
fär alle drei Curven drei beliebige Curven des von ihnen nach 
Nr. 92. bestimmten Netzes substituieren, wenn dieselben nur 
nicht ein und demselben Curvenbüschel angeboren, ohne dasz 
die entsprechende Gurve von Jacobi sich im Geringsten än- 
dert. Das gibt in Verbindung mit Nr. 93. den Satz: 

Lehrsatz IL Der Ort der Pole, deren gerade Polaren 
in Be%ug auf die Curven eines Nei%es der m-ten Ordnung 
sämmiUch durch denselben Punet gehen, ist eine Curve der 
*^{m— I yten Ordnung und geht durch sämmtliehe Doppel" 
puncte der (Jurven des Net%es. 

In unserem Falle ist daher nach Nr. 92. die Jacobische 
Carve mit der von Hesse für das Netz identisch, daraus httben 
wir also eine neue Definition der Gurve von Hesse für ein 
geometrisches Netz. 

Wir wollen im Folgenden noch die beiden Fälle etwas näher 
untersuchen, dasz erstens die Curven des Netzes ßich sämmt- 
lich in einem Puncto schneiden, und dasz sie zweitens sich in 
diesem Puncte sämmtlich berühren. Im ersten Falle ist es 
erlaubt, als eine der drei Curven, welche das Netz bestimmen, 
diejenige zu wählen, fiir welche nach Nr. 92a. der gegebene 
Punct ein Doppelponct ist, und im zweiten diejenige Curve, 
filr welche nach Nr. 926. der gegebene Punct eine Spitze bil- 
det, und die gemeinschaftliche Tangente aller Curven die Rück- 
kehrtangente ist. 

96. Netz» dessen einzelne Curven durch densel* 
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lieh P Uli et geben. Es seien aUo zuerst drei Curven C> C\ 
C" von derselben Ordnung m gegeben« Sie haben einen Punct 
t^emein> und derselbe sei für C** ein Doppelpunct. In ihn ver- 
legen wir den Pol 0, von dem wir in Nr. 93. bei der allgemei- 
nen Untersuchung der Curve Jaeoöis Gebrauch machten. 

a. Bestimmung der Curven K\ Die ersten Polaren 
des Punctes in Bezug auf C und (7' gehen durch diesen 
Punct selbst hindurch, folglich enthält nach Nr. 93. die Curve 
K' für jede Lage von L eben diesen Punct. 

Die Curve K', welche einer bestimmten Lage von L ent« 
spricht, bleibt unverändert, wenn man für C und C* zwei belie- 
bige andere Curven des durch sie bestimmten Büschels substi« 
tuiert. Wir nehmen nun für C die Curve C^, welche in o die 
Gerade L berührt. Dann enthalten alle erste Polaren der Puncte 
von L in Bezug auf C^ nach Nr. 70. den Punct o. Durch o 
geht aber auch die erste Polare von in Bezug auf (7'; es 
ist daher nach Nr. 5] a. die Tangente der Curve K* in o die« 
jenige Gerade, welche in diesem Puncte die erste Polare von 
O in Bezug auf C** berührt, das heiszt die Gerade L. Gehen 
also die beiden Curven derselben Ordnung C und C durch 0, 
so geht auch K' durch und berührt daselbst diejenige Gerade 
L, deren entsprechende Curve sie ist. 

ö. Bestimmung der Curve K'*. Da für C*' ein Dop- 
pelpunct ist, so gehen nach Nr. 74e. alle erste Polaren der 
Puncte von L in Bezug auf sie selbst als Grundcurve durch O 
und berühren in diesem Puncte ein und dieselbe Gerad L', den 
conjugierten harmonischen Stral von L in Bezug auf die beiden 
Tangenten des Doppelpunctes von C". 

Nach Nr. 93. wird die Curve K'* durch zwei projectivische 
Curvenbüschel erzeugt, das eine bestehend aus den ersten 
Polaren der Puncte von L in Bezug auf C^\ das zweite auf 
gleiche Weise aus den ersten Polaren derselben Puncte in 
Bezug auf (7. Die Curven des ersten Büschels haben in o die- 
selbe Tangente L', und der Curve des zweiten Büschels, welche 
durch o geht, das heiszt der ersten Polare von o in Bezug auf 
(7, entspricht die erste Polare von o in Bezug auf C'\ das 
heiszt diejenige Curve des ersten Büschels, für welche ein 
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Doppelpunct ist. Nach Nr. 6%ö. bat folglich für jede beliebige 
Lage der Geraden L die durch die beiden Bfischel erzeugte 
Curve K'' In o einen Doppelpunct. Ausserdem ist nach Nr. 5^«. 
in beiden Fällen^ mag L eine der Tangenten im Doppeipuncte 
von C* sein, oder die Tangente von C im Puncto 0^ in wel- 
chem letztern Falle nach Nr. 52a. auch die Gurven des zweiten 
Buscheis säromtlich durch O gehen, in beiden Fällen also ist 
L eine der beiden Tangenten von K^' im Doppeipuncte 0. 

Folglich hat die Curve JT", wenn C und C einen gemein- 
schaftlichen Punct haben, der für C" ein Doppelpunct ist, 
für jede beliebige Gerade L durch in diesem Puncto einen 
Doppelpunct, und L ist jedesmal, sobald sie eine der beiden 
gegebenen Cur ven berührt, auch eine der beiden Tangenten 
von K" im Doppeipuncte. 

c. Bestimmung der durch K' und K" erzeugten. 
Curve. Wir haben somit gefunden, dasz in unserem Falle 
nach a. der Punct allen Curven JT' angehurt, welche den 
Geraden X, die durch ihn gelegt werden können, entsprechen, 
und dasz er nach b. für alle Curven JfiT", die derselben Geraden 
entsprechen, ein Doppelpunct ist. Folglich ist nach Nr. 52. o 
für die nach Nr. 93. durch die beiden Curvenbüschel K' und K" 
erzeugte Gesammtcurve der 4(m— l)-ten Ordnung ein dreifacher 
Punct. Ein Teil dieser Gesamnltcurve ist aber die erste Polare 
von nach C, und da diese einmal durch o geht, so ist dieser 
Punct für die übrigbleibende Curve der 3(m— l)-ten Ordnung, 
das heiszt für die Jacobische Curve, ein Doppelpunct. 

Die Gerade L ist nach a. Tangeute ihrer entsprechenden 
K*, also sind nach Nr. 52. die Tangenten der resultierenden , 
Curve der 4(m — I)-ten Ordnung im dreifachen Puncto o die- 
jenigen der Geraden L, welche auch ihre entsprechenden Cur- 
ven K'* berühren. L berührt« nun nach b. die K", wenn sie 
Tangente von C oder von C" ist^ es sind also die drei Tan- 
genten des dreifachen Punctes die Tangente voii C und die 
beeiden Tangenten von {7^. Von diesen ist die erste nach 
Nr. 71. die Tangente der ersten Polare von o in Bezug auf C, 
folglich sind die beiden übrigen die Tangenten der Curve von 
Jacobi im Puncte o. 

ä* Scbluszfolgerung. AusAllem folgern wir nun den Satz: 
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Lehrsats III. €l€hen die €un>en eines Nettee eämme- 
Ueh durch denselben Punet o, so besit%t me Cürve von 
Hesse für das Net% in o einen Doppelpunct und hai in 
demseiben nät derfenigen Curve des Netzes die Tangenten 
gemein, ßr welche jO ebenfalls ein Doppeipunet ist. 

97. Netz» deszeii einzelne Curven sich in dem- 
selben Puncte berühren. Wir gehen zur Untersuchuni; des 
Falles über, dasz der Pünct o allen drei Curven C, C, &' ge- 
m^inschafttich ist, und fiSr die letzte derselben eine Spitze bil- 
det, und dasz die Ruckkehrtangentejn o auch C und C berührt. 

a. Die Curven iT'. Da die Curven C und C* in o die- 
selbe Tangente haben, so können vi^ir einer derselben die Curve 
des Buscheis {CC) substituieren, welche nach Nr. 47. in o einen 
Doppeipunet hat. Dieser Punct ist dann fQr K' nach Nr. 966. 
ein Doppeipunet, welche Lage auch L haben mag. Fällt aber 
L mit der Tangente T zusaromeu, so ist sie j odcamal eine der 
beiden Tangenten im Doppelpuncte der entsprechenden Cur- 
ven K\ 

b. Die Curven K'\ Ffir (7" ist o ein Rückkehrpunct 
Alle erste Polaren der Puncte von L in Bezug auf diese Curve 
gehen also nach Nr. 74a. durch und berühren in diesem Puncte 
die Rückkehrtangente T. Unter ihnen ist aber eine, diejenige 
nämlich, welche dem Puncte selbst entspricht, für welche 
dieser Punct eine Spitze ist, und T die Rtickkehrtangente. 
Auszerdem geht die erste Polare von o für (7 als FundameQ- 
talcurve auch durch o und berührt in diesem Puncte T. Es 

Chat daher /für jede beliebige L die Curve K" in o eine Spitze 
mit der Rückkehrtangente T. 

Fällt aber L mit T zusammen, so haben nach Nr. 78ii. die 
ersten Polaren der Puncte von L in Bezug i^uf C in ei- 
nen Doppeipunet, und auszerdem gehen auch nach Nr. 70. die 
ersten Polaren von o in Bezug auf C einfach durch o. Dieje- 
nige Curve JT'^ also, welche der mit T zusammenfallenden L 
entspricht, hat in o nach Nr. 52. einen dreifachen Punct. 

e. Die durch K' und £*' erzeugte Curve. Es ist 
oaeb AUedfim voUatändig Uar, dusz sämmtliche Curven K* in 
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o eifien Doppel|iimct tutbeo, wftbrcod aascerdem die Curveo K** 
daselbst eine Spitee mit der gemeinscbaftliehen Rüekkebrtan« 
gente T besitsen. Daraas folgt nacb Nr. 52«, dasz für die 6e- 
sammtcurve der 4(ii>*-l)«tea Ordouog, welche durch die beiden 
Curvenbfischel der K* und f erzeugt wird, ein Tierfacber Puoet 
ist, und dasz zwei der vier Zweige ditseibst von T berührt 
werden. Die beiden andern Zweige werden in o nach Nr. 52a. 
von der Tangente derjenigen Curve K* berührt, welcher eine 
Curve JT'' entspricht, für die o ein dreifacher Punct ist. Nun 
entspricht die Curve K^', für welche ein dreifacher Punct ist, 
nach ö. der Lage von L, in welcher diese mit T zusammenfällt, 
sie entspricht also nach a. genau der Curve K^ deren einer 
Zweig in o von der Geraden T berührt wird; drei der vier 
Tangenten im vierfachen Puncte o der Gesammtcurve der 
4(m — l)-ten -Ordnung fallen also mit T zusammen. 

Die Curve der i(m — l)-teo Ordnung ist nun zusammen- 
gesetzt aus der Curve von Jaeobi der drei gegebenen Curven 
und aus der"<^rsten Polare von o in Bezug auf (7. Diese erste 
Polare geht einmal durch o und berührt daselbst T; die Curve 
von Jaeobi geht daher dreimal durch o, und zwei ihrer Zweige 
berühren in diesem Puncte die Gerade 7*. 

d. Schluszfolgerung. Aus Allem folgert sichderSatz: 

Lehrsatz IV. Die Curve von Hesse eines Cürvennei%es, 
dessen Curven einen gemeinschaftliehen Punct o, und in 
demselben eine gemeinschaftliche Tangente T haben, hat 
drei Zweige, die durch o gehen, und von denen %wei in 
diesem Puncte van der Geraden T berührt werden. 

98. Ort der Puncte, in denen sich drei gerade 
Polaren dreier Curven für ein und denselben Pol 
schneiden. Es seien wieder drei Curven, (7, C, C" gegeben, 
deren Ordnungszahlen bezüglich m, m\ m" seien. Wir wollen 
die Ordnung des Ortes der Puncte bestimmen, in welchen sich 
je drei gerade Polaren desselben Poles für die drei gegebenen 
Curven schneiden. 

Ist L eine beliebige Gerade, i ein Ponct derselben, nad 
sollen durch i die gerade« Polareo ^9% 4! vbbA €^ hindsreh*. 
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gehen, eo masa der Pol o einer der (m — IXm' — 1) Dareh* 
schnittspuncte der iersten Polaren von i ffir diese beiden Corven 
sein. Soll nun durch X &uch die erste Polare fiir C*' als Grund- 
curve geben, so liegt Ihr Pol auf der geraden Polare von o' in 
Bezug auf dieselbe Curve. Die geraden Polaren der (m—l)(m'—\) 
Ponete ö werden nun L in eben sovieien Puncten i' schneiden. 

Es sei jetzt umgekehrt f ein beliebiger Punct von L. Soll 
durch ihn die gerade Polare für C* hindurchgehen, so musz 
der Pol auf der ersten Polare von i' in Bezug auf dieselbe 
Curve liegen. Diese erste Polare ist bekanntlich eine Curve 
K der (m" — l.)-ten Ordnung. Die geraden Polaren der Puncte 
von K in Bezug auf (7 werden nun nach Nr. 81. von einer Curve 
der (m — l)(m'* — l)-ten Classe umhüllt; ebenso die geraden 
Polaren der Puncte derselben Curve K in Bezug auf C* von 
einer zweiten Curve der (m' — l){m" — l)-ten Classe. Jeder Tan- 
gente der einen Curve entspricht eine solche der andern, wenn 
man nur diejenigen Tangenten als entsprechende wählt, welche 
Polaren eines und desselben Punctes von K für die bei- 
den Curven C und C^ sind. Nach Nr. 83 a. bilden daher die 
Dorchschnittspuncte der homolo^^en Tangenten eine Curve der 
f(»l—l)(w"—J) + (!»'— l)(i»"—i)]-ten Ordnung, welche natür- 
lich die Gerade L in eben sovieien Puncten i schneidet. 

Jedem Puncte i entsprechen daher (m — l)(m^ — l) Ponete 
t'', jedem Puncte f auszerdem (m— !)(»»"— 1) + («»'—-IX«!''— 1) 
Puncte i, es müszen daher in L 

(m—l)(i»'—l) + (!»'— l)(»i''—l) + (m''—l)(»t—l) 

homologe Puncte i und f zusammenfallen, und diese Zahl ist 
die gesuchte Ordnung des betrachteten Ortes. Diese Curve 
geht offenbar, wenn die drei Curven gemeinschaftliche Puncte 
besitzen, durch diese« 

a. Die Steinersche Curve für ein Netz. Sind die 
drei Curven von derselben Ordnung m, so kann man für sie 
drei beliebige Curven des Netzes, das durch sie bestimmt 
wird, substituieren, ohne dasz sich der oben betrachtete Ort ira 
Geringsten verändert. In diesem Falle nennen wir denselben, 
der dann von der 3(m — l)Men Ordnung ist, der Nr. 88<l. ana- 
log, die Curve von JSteiner ßr da9 Nein, 
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ö.' Elnhflllenile der VerbincluDgsgeraden ents^re- 
chender PuDcte der Curven von Steiner und Hesse. 
Jeder Panct p der Curve Ton Hesse eines gegebenen Netzes 
der iTi-ten Ordnung ist der Pol Ton unendlich vielen geraden 
Polaren in Bezug auf die Curven des Netzes. Diese Geraden 
schneiden sich nach Nr. 95« alle in einem Puncte o der Curve 
von Sieiner. Es entspricht daher jedem Puncte der Curve 
von Hesse ein Pnnct der Curve von Steiner » und umgekehrt 
Die Geraden^ welche diese entsprechenden Puncte verbinden, 
werden daher nach Nr. 836. von einer dritten Curve der Classe 

3(iit— 1) + 3(m— 1)« = 3m(m - 1) 

umhüllt. Nun ist jede Gerade durch eine Polare von p in 
Bezug auf eine Curve des Netzes ; geht aber die gerade Polare 
durch den Pol, so liegt. dieser auf der Fuodamentaicurve selbst, 
und diese berührt in ihm die gerade Polare. Daraus folgt, dasz 
die Gerade op in p eine Curve des Netzet berührt; alle Kur- 
ven des Netzes aber, die durch p gehen, berühren sich in Ihm 
nach Nr. 92., und ihre gemeinschaftliche Tangente ist daher op. 



§. 16. 
Die Formeln Tom Plfieker« 

99. Formel für die Classe und die Ordnung einer 
Curve. Wir bezeichnen im, Folgenden durch; 

n die Ordnung, 
m die Classe, 

d die Zahl der Doppelpuncte, . 
X die Zahl der Rückkehrpuncte oder Spitzen , 
T die Zahl der Doppeltangenten, 
h die Zahl der Wendepuncte oder Wendetangentcn 

einer beliebigen Fundamentaicurve Cn. 

Nun Ist bekanntlich m die Zahl der Tangenten, welche von 
einem beliebigen Puncte an die gegebene Curve gelegt werden 
kOnnen, es ist daher nach den /Sätzen in Nr.74e. oder in 
Nr. 87ä: 



1 
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(1) m = ji(ii-l)— 2«-3ä, 

eine Formel^ welche die Classe einer Curve liefert^ wenn die 
Ordnung und die Anzahl der Doppelpuncte und Spitzen be- 
kannt ist. 

Nach dem Dualitätsprineip (m. s. Nr. 82.), musz die Ord- 
finttg einer Curve aus einer Gleichung derselben Form erhalten 
werden, wenn man die Classe, die Zahl der Doppeltanfenten 
und der Wendepuncte kennt, das heiszt, es Ist: 

(2) n = m(m - 1)— 2r— 3*. 

100. Formein für die Doppeltangenten und Wen- 
depuncte. Da jeder Punct der Grundeurve, deszen conisebe 
Polare das System zweier Geraden bildet^ nach Nr. 80. ein 
WendepuDCt oder ein Doppelpunct Ist^ so schneidet die Curve 
von Hesse, die nach Nr. 90a. der Ort der Puncto ist, deren 
coMsche Polaren ans dem System zweier Geraden besteben, 
die gegebene Curve in den Wendepuncten und In den viel- 
iiH^hen Puncten. Da nun die Curve von Hesse von der Ord- 
nung 3(fi — 2} ist, so ist die Zahl der Wendepunctcf einer Curve, 
vorausgesetzt, sie habe keine vielfachen Puncto, gleich 3it(it~2)^). 

Es sei nun d ein Doppelpunct von Cn, dann gehen alle 
erste Polaren durch d und die Curve von Hesse des durch 
sie gebildeten Netzes, welche auch die Hessesche Curve der 
Curve Cn ist, (m. s. Nr. 90a. und Nr. 92.), geht zweimal durch 
d und hat hier nach Nr. 96if. die beiden Tangenten mit der 
ersten Polare dieses Punctes selbst gemein, das heiszt nach 
Nr. 72., dieselben Tangenten wie die gegebene Curve. Der 
Punct d gilt also nach Nr. 32. fü'r sechs Durcbschnittspuncte 
der Curve von Hesse mit Cw Durch jeden Doppelpunct ver- 
liert also die Curve sechs Wendepuncte. 

Es sei ferner d eine Spitze von Cn und T die Rfickkehr- 
tangente. In diesem Falle gehen alle erste Polaren Von Cn oach 
Nr. 74c. durch d und berühren in ihm die Gerade T. . Die 
Hessesche Curve dagegen hat nach Nr. 97if. drei Zweige, die 



*) P lücker, Sgstem der anafytuekefi] Chotnetri«, Berlin, Dtinker ttnd 
Hnmblot, ISSi. S. 264« —« Heete, Ueber dU WentkiMncte der Cktrvm drHmr 
Ordnung. (Oeffe« Journal T. 28. Berlin, Reimer, 1844. S. 104). 
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dareh d gehen, und tod denen svi^ei T berUhren nnd zwar in d. 
Daher gilt d ßir acht Dnrch^chnittspuncte von C» mit der CurYe 
von Hesse. Durch jede Spitze geben aUo der Cu^ve acht 
Wendepancte verloren*). 

Hat daher Cn i Doppelpancte nnd x Spitzen, so ist die 
Zahl der Wendepancte durch die Formel gegeben: 

(3) *=s3ji(ii— 2)-M-8«, 

Nach dem Princip der Dualität hat daher eine Curve m*ter 
Classe mit r Doppeltangenten nnd t Wendetangenten 

(4) « = 3m{m—2) - 6r — 8» 

Rückkehrpuncte. 

Die so gefundenen vier Gleichungen gelten aber, da sie 
nicht von einander unabhängig sind, nnr für drei. Es ist näm- 
lich, wenn man Gleichnis (1) mit drei multipliciert und von 
Gleichung (3) subtrahiert, 

(5) X— 1 = 3(» — m), 

und diese Gleichung läszt sich auch ebenso aus den Gleichun- 
gen (2) und (4) herleiten. 

Zwischen den sechs Gruszen n, m, ö, x, t, i existieren 
also drei unabhängige Gleichungen, so dasz man daher, wenn 
von ihnen drei gegeben sind, die fibrigen bestimmen kann. So 
ergibt sich z. B., wenn n, d, n gegeben sind, der Werth von 
T, indem man m und » aus den Gleichungen (1)» (2) nnd (3) eli- 
miniert. Man erhält dann: 



> \ +2«(tf-l) + lx(x- 



-r. 2)(f|a -^ 9) - (2a + 3x)(ii*~ n-6) 

1)4- M.x. 



Eine sehr brauchbare Formel erhält man noch durch Sub- 
Iractie» der Gleichungen (2) und (1) und nachherige Elinunation 
von «— • Dttttelst (5). Dies gibt nämlich: 

(7) 2(Ä— t)=(«— »t)(»-hm--9). 



*) Cayley^ UeckeixhtB ntr Vdmination et aur la thäork iet courhes, 
(jOreXUs Journal, T. 84. Berlin, Bekoer, 1847.. 8. 48). 
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Die obigen wichtigen Relationen cwiscben der Ordnang, 
der Classe und den Singularitäten einer ebenen Cnrven sind 
von Piüeker entdeckt*). 

lOL Weitere Relationen zwischen der Ordnung, 
der Classe und den Singularitäten einer Curve. Soll 
eine Curve einen Doppelpunct haben, ohne dasz dieser gegeben 
ist» so gilt das für eine Bedingung. Zu diesem Zivecke genügt 
es nämlich 9 dasz drei erste Polaren, die nicht zu demselben 
Büschel gehören, einen gemeinschaftlichen Punct haben. Soll 
aber die Curve einen Stillstandspunct haben, ohne dasz der- 
selbe gegeben ist, das heiszt also, sollen drei erste Polaren, 
die nicht zu demselben Büschel geboren, sich in einem Puncto 
berühren, so ist das soviel als %wei Bedingungen. Hat daher 
eine Curve n-ter Ordnung 3 Doppelpuncte und x Spitzen, so 
ist sie nach Nr. 34. durch in(n + 3) — d — 2x Bedingungen be- 
stimmt. Dem Princip der Dualität nach bestimmen folglich eine 
Curve der m-ten Classe, die t Doppeltangeoten und » Wende- 
tangenten besitzen soll, lm{m+3) — t — 2t Bedingungen. 

Laszen wir nun die Zahlen n, m, d, x, r, » sich auf die- 
selbe Curve beziehen, so musz die Gleichung bestehen: 

(8) iii(«+3)-d-2» = im(i»-h3)— T— 2». 

Diese Formel, die sich auch aus den Formeln (1) — (7) ableiten 
liesze, kann aber auch, wenn sie wie hier a priori abgeleitet 
wird, dazu dienen, um mit zwei beliebigen der Gleichungen 
(1)— (7) zusammen, die sämmtlichen andern aufzustellen**). 

102. Charakteristik einer Curve einer beliebigen 
Ordnung ohne vielfache Puncto. Wir werden, von hier 
unsern Ausgang nehmend, im Folgenden die Eigenschaften einer 
Curve n-ter Ordnung untersuchen, die wir in genügender All- 
gemeinheit unter allen derselben Ordnung in der Art auswählen, 
dasz dieselbe, so lange wir keine andern Bestimmungen treffen^ 
von der n(n — l)-ten Classe sei, keinen vielfachen Punct be« 



*) Theorie der algebraischen Curven^ S. 211. 
**) SaltnoHi Higher plane curves, p. 92. 
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sitze» dagegen dii(fi— 2) Wendepuncte und iii(it— 2)(n^— 9) 
Doppeltangenten. 

Die ersten Polaren dieser Curve bilden ein Netz der (n— 1)- 
ten Ordnung, die Hessesche Curve dieses Netzes beräbrt Cn 
in ihren 3ii(n — 2) Wendepuneten ; die Curve von Steiner för 
das Netz (Nr. 98a.), die nach Nr. 88if. auch die Steiner sehe 
Curve von Cn ist, bat die Ordnungszahl 3(n— -2)^. 



§. 17. 

Ute Curve, welcbe eine Polare erzeii|^5 wenn sieli 
der Pol naeb bestimmtem Oesetse bewei^. 

103. Ordnung und Singularitäten der Einhüllen- 
den der geraden Polaren derPuncte einer gegebenen 
Curve. Wenn ein Punct, als Pol in Bezug auf die Funda- 
mentalcurve Cn aufgefaszt, sich auf einer zweiten Curve Cm der 
m-ten Ordnung bewegt, so werden die geraden Polaren von 
einer Curve K uroböllt, von der vrir schon in Nr. 81. fanden, 
dasz sie von der m{n — l)-ten Classe sei. Die Tangenten, 
welche von einem beliebigen Puncte o sich an die Curve K 
legen laszen, sind die geraden Polaren der m{n — 1) Puncte, in 
denen Cm von der ersten Polare von o in Bezug auf Cn ge- 
schnitten wird. 

a. Ordnung und Singularitäten der Curve K. Ist 
O 80 gewählt, dasz seine erste Polare Tangente von Cm wird, 
so fallen zwei der geraden Polaren durch in eine zusammen, 
und es ist also o nach Nr. 30. ein Punct der Curve JT, die sich 
daher als Ort der Pole auffaszen läszt, deren erste Polaren Cm 
berühren. Diese Eigenschaft gibt das Mittel, die Ordnung von 
K zu finden, das heiszt, die Zahl der Durchscbnittspuncte einer 
beliebigen Geraden L mit AT. Die ersten Polaren der Puncte 
von L bilden nämlich nach Nr. 77. ein Curvenbiischel, und es 
sind also nach Nr. 87c, sobald wir annehmen. Cm* habe i Dop- 
pelpuncte und x Spitzen, in L m{m-{-^2n — 5) — (2d-|-3x) Puncte, 
deren erste Polaren Cm berühren, das heiszt, die Ordnungs- 
zahl von K ist gleich 

m{m + 2« - 5) - (2d + 3x). 

Cremona, Ebene Curven. 10 
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Es ist augenblicklich klar, dasz die Wendetangenten von K 
die geraden Polaren der Rdckkehrpuncte von Cm sind. K hat 
daher % Wendepuncte. 

Da wir jetzt die Classe» die Ordnung und die Zahl der 
Wendepuncte von K kennen, so finden wir mittelst der in den 
Nrn. 99. und 100. entwickelten Formeln von Piückery dasz 
dieselbe auszerdem 

i{m(i« + 2n-5)-.(2«+3x)}«— »i(5m + 6n-21) + 105 + V« 

Doppelpuncte , 

3»i(«t + n — 4) — (6d + 8x) 

Spitzen und 

im(«-2)(»i«— 3)+d 

Doppeltangenten besitzt. 

ö. Uebertragung des Gefundenen auf ein Curven- 
netz. Nun ist es klar, dasz jeder Doppelpunct von K der Pol 
einer ersten Polare ist, welche Cm in zwei verschiedenen Pun- 
cten berührt; dasz ferner ebenso jede Spitze von K eine erste 
Polare hat, welche mit Cm eine dreipunctige Berährung ein- 
geht, und dasz jede Doppeltangente von JT, als gerade Polare 
betrachtet, entweder zwei verschiedene Pole auf Cm bat, oder 
zwei In einen Doppelpunct von Cm vereinigte Pole. 

Da nun die Eigenschaften des Systems der ersten Polaren 
in Bezug auf Cn sich auf ein beliebiges Gurvennetz ausdehnen 
laszen, so erhalten wir aus dem Vorhergehenden die Sätze: 

Lehrsatz L Die Zahl der Curven eines Net%es der 
(«— 1)-^» Ordnung y welche eine gegebene Curte m-ier 
Ordnung, die d Doppelpuncte und % Spitzen besitzt, in fswei 
Puncten berühren, ist gleich: 

iJ«i(m+2n— 6)— (2d+3x)}«— i»{öm+6ii— 21) + 10*f-Vx. 

Lehrsatz IL Die Zahl der Curven dieses Netzes aber ^ 
die mit der Curve m-ter Ordnung eine dreipunctige Be- 
rührung eingehen» ist gleich: 

Zm{m + «—4) — (6d + 8«) ♦). 



•) Bischoff, a.a.O. 8.174—176. 
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e. Zahl der Pancte einer Gurve, deren erste Po- 
laren die Curve selbst berühren» Jeder Punct von ÜT ist 
der Pol einer ersten Polare» die Cm berührt^ so dasz« wenn 
man dlQ Durcbschnittspuncte von K und Cm betrachtet, sieh 
der Satz ergibt: 

Lehrsatz III. In einer Curve Cm der m-ien Ordnung 
nUt d Doppelpuncten und % Spit%en gibt es i»*(m-f-2it — 5) 
— w(25+3«) Puncte, deren erste Polaren in Be%ug auf Ca 
die Curve Cm berühren. 

Ist »I = ly so entsteht hieraus: 

Lehrsatz IV. In einer beliebigen Geraden gibt es 
2(fi — 2) Puncte, deren erste Polaren in Befsug auf die Fun- 
damentalcurve Cn die gegebene Gerade selbst berühren. 

Ist die Gerade eine Tiangente von Cm so fallen zwei dieser 
2(ii*--2) Pole mit dem Beruhrongspunete zusammen, es gibt 
folglich in einer Tangente von Cn noch 2(n— 3) Pancte, fOr 
welche die erste Polaren nach Cm die Tangente selbst berühren. 

d. Die Curve Cm und Cn sind dieselben. Fällt in 
obiger Untersuchung die Curve Cm mit Cn zusammen; so besteht 
die Cuim it offenbar aus Cn selbst und aus deren Wendetangen- 
teUy sa!3as«-ein jeder Punct der Curve und der Tangenten nach 
Nr. 71. und Nn 80. ein Pol einer ersten Polare ist, welche die 
Fundamenlaicurve berührt. In diesem Falle sind die Doppel- 
puncte von K die Durcbschnittspuncte der Wendetangenten mit 
der Curve Cn\ die Spitzen von K werden durch die Wendepuncte 
von A, jeden zweimal gezählt, dargestellt und die Doppeltan- 
genten von K sind die Doppel- und Wendetangenten von Cn- 

Die Doppelpuncte von K sind nach b, die fole von eben 
sovielen ersten Polaren, welche die Grundcnrve zweimal berüh- 
ren. Ins Besondere berührt nach Nr. 80., wenn o ein Durch- 
schnittspunct zweier Wendetangenten derselben ist, die erste 
Polare von o die Curve Cn in den beiden entsprechenden Wen- 
depuncten, und ist^o der Durchschnittspunct von Cn und einer 
Wendetangente, so berührt die erste l^olare von o nach Nr.9'1. 
Cn in und nach Nr. 80. im Berührungspuncte der Tangente. 
Es gibt daher 3n(ii— 2)(n— 3) erste Polaren, welche Cn zwei- 
mal berühren, und deren Pole auf Cn selbst liegen, und 

10* 
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in(ii — 2)t3ii(n — 2)— 1| erste Polaren, die ebenfalls zweimal Cn 
berühren, deren Pole aber auszerhalb Cu liegen. 

e. Die (n— l)-te Polare von C»,. Die Curve JT, das 
heiszt die Einhüllende der (n — l)-ten Polaren der Puncto von 
Cm, heiszt die (n— 1)-/^ Polare von Cm% 

Setzen wir m=i\f so ergibt sich, dasz die (n— ])-te Po- 
lare einer Geraden R, das heiszt die Einhüllende der geraden 
Polaren der Punqte von E, oder auch der Ort der Pole der 
ersten Polaren, die E berühren, eine Curve der (n — l)*teu 
Classe und der 2(fi — 2)-ten Ordnung ist mit 3(11 — 3) Spitzen, 
2(ii— 3)(n— 4) Doppelpuncten und i(it — 2)(ii — 3) Doppeltan- 
genten. Das gibt den Satz: 

Lehrsatz V. Es gibt in Be%ug auf eine gegebene Grund- 
curve immer 3(«— 2) erste Polaren, ßir welche eine gege- 
bene Gerade R eine Wendetangente, 2(n-~3)(ii— 4) erste 
Polaren, ßr welche R eine Doppeltangente ist, und ausser- 
dem 4(«— 2)(n— 3) Gerade, deren jede %wei Pole auf R hat. 

f Doppelte Definition der ersten Polare eines 
Punctes. Geht die (it — l)-te Polare der Geraden R durch 
einen gegebenen Punet 0, so ist dieser der Pol einef ersten 
Polare, welche nach b. R berührt. Folglich wird, wenn die 
(n — l)-te Polare sich ändert, indem sie sich um den festen 
Punct dreht, die Gerade R von der ersten Polare von o um- 
hüllt. Wir haben somit zwei Definitionen der ersten Polare 
eines Punctes: 

Lehrsatz VL Die erste Polare eines Punctes o ist der 
Ort der Pole, deren (n—lyte Polaren sich in o schneiden, 
und auch^ die Einhüllende der Gereuten, deren (n — lyte 
Polaren durch o gehen. 

104. Einhüllende der Polaren derselben Ordnung 
der Puncto einer gegebenen Curve. Es bewege sich ein 
Pol p auf einer Curve Cm der m-ten Ordnung, die 6 Doppel- 



*) Es ist also fUr das Folgende sehr wol zwischen Polare eines Punctes 
und Polare einer Curve zu unterscheiden. 
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puncte und % Spitzen hat. Von welchem Index ist dann die 
Reihe (deren Definition wir in Nr. 34. gaben), welci^e durch die 
r-ten Polaren von p in Bezug auf die Fundamentaicurve Cn ge- 
bildet wird, und von welcher Beschaffenheit Ist ihre Einhöllende? 

a. Index der Reihe der r-ten Polaren. Geht die 
r-te Polare von p durch den Punct 0, so liegt nach Nr. 69 a. 
Aet Pol auf der {n — r)-ten Polare von 0, das heiszt, er ist einer 
der r:fn Durchschnittspuncte dieser Polaren mit der gegebenen 
Curve Cm . Durch o gehen also r . m r-te Polaren von Puncten^ 
die auf Cm liegen, das heiszt, die r-ten Polaren der Poncte 
von Cm bilden eine Reihe vom Index r.m. 

b. Die (n— r)-te Polare berührt Cm- Berührt die 
(n — r)-te Polare von o die Curve Cm in einem Puncte, so fallen 
in zwei r-te Polaren zusammen, und o ist ein Punct der Ein- 
hüllenden der Curven der oben gegebenen Reihe. Daraus flieszt 
der Satz: 

Lehrsatz VII. Die Einhüllende der r-ten Polaren der 
Puncte einer Curve Cm ist gleichzeitig der Ort der Pole 
der {n — ryten Polaren, welche die Curve Cm berühren. 

c. Ordnungszahl der Einhüllenden der r-ten Po- 
laren; r-te Polare einer Curve. Welches ist die Ordnung 
dieses Ortes? oder wieviel Puncte liegen auf einer beliebigen 
Transversale £, deren (n~r)-te Polaren eine gegebene Curve 
Cm berühren? 

Die (n— r)-ten Polaren der Puncte der Geraden L bilden 
nach a. eine Reibe der r-ten Ordnung vom Index (n—r). Nach 
Nr. 87c. berühren daher (n— r){m(i» + 2r- 3)— (2^+3x)i voo 
ihnen die Curve Cm* Dies gibt den Satz: 

Lehrsatz VIII. Die Einhüllende der r-ten Polaren der 
Puncte einer Curve der m-ten Ordnung mit d Doppelpun- 
den und % Spitzen ist eine Curve der Ordnung 

(«— r)li»(»i + 2r— 3) — (2d + 3x)t. 

Diese Curve nennt man die r-te Polare der gegebenen 
Curve Cm in Bezug auf die gegebene Fundamentaicurve Cn*)* 



*) Steiner, a. a. 0. S. 2—3. Man beachte auch die letzte Anmerkung. 
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if. Die er|ste Polare einer Curve von bestimmter 
Ciasse. Setzt man r = l und bezeichnet dieQifisse derCnrve 
Cm durch m\ das heiszt> setzt man 

m' = m(ifi-l)— (2d-|-3»), 

so hat man nach Nr. 99. den Satz : 

Lehrsatz IX. Die erste Polare einer Curve der m'-ten 
Glosse^ das heissU der Ort der Pole der Geraden, welche 
sie berühren, ist eine Curve der m'{n^\yten Ordnung. 

Diese Carve enthält die Puncte, in welchen die Funda- 
mentalcurve von den Tangenten berührt wird^ welche sie mit 
der Curve der m'-ien Classe gemein hat. 

Für m' = 1 kommen wir auf die in Nr. 103/t gegebene De- 
finition der ersten Polaren eines Punctes zurfick. 

e. r-te Polaren einer Geraden. Setzen wirffi=:l, 
so entsteht: 

Lehrsa^tz X. Die r-te Polare einer Geraden ist eine 
Curve der 2(r— l)(ii— r)-/6« Ordnung, Die erste Polare 
einer Geraden ist also von der nullten Ordnung. 

Die letztere besteht nach Nr. 77. wirklich nur aus den (n — 1)* 

Polen der gegebenen Geraden. 

t 
Für r=zn — 1 erhalten wir das schon oben in Nr. 103 e. 

gefundene Resultat wieder. 

f. Methode, die Ordnung gewiszer Einhüllender 
zu bestimmen. Die Ordnung der r-ten Polare einer Geraden 
R kann man auch direct auf folgende Weise bestimmen. Wir 
betrachten nämlich zu diesem Zwecke diese Cnrve als Ort der 
Durchschnittsponcte zweier unmittelbar folgender Curven der 
Reihe vom Index r und der (n — r)-ten Ordnung, welche nach 
Nr. 34. die r-ten Polaren der Puncto von R bestimmen. 

Ist a ein beliebiger Punct von i?, so liegen die Pole der 
r-ten Polaren, welche durch a gehen, auf der (n — r)-ten Po- 
are von o, die R in r Puncten af schneidet. Nehmen wir um- 
gekehrt einen beliebigen Punct a' auf i?, so schneidet seine r-te 
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Polare diese Gerade in n^-r Puiicten a. Bezieben wir daher 
die Puncte a sndia' Auf denselben Anfang o, so besteht unter 1 s s f 
den AbscboinenV^O^ine Gleichung Jo es r - ton G r adoOf «nd unt er j oUej^oQ 
d e n Abftchfiittco M oino oolc b o des -fit — r ) ton Gradoo . Der ^ '^•'^, * 
Ponct a liegt nun auf der gesuchten Curve, sobald zwei der f^"*^^^ ^^ 
r durch ihn gelegten r-ten Polaren zusammenfallen. Die Be- ^'*"'^^^;*^ 
dingungsgleichung, dasz die obenerwähnte Gleichung^iüiiu4la' ^'^"^^k^ttf, 
zwei gieicho Worte bot, ist aber für die Coefficienten vom Grade f\U4^ ^^^^^ 
2(r— 1), und die für oa folglich vom Grade 2(r— l)(ii— r). Die w^^i^^Jo^ 
Gerade Ä hat also mit dem gesuchten Orte 2(r— l)(n — r) -^i^Je^r 
Puncte gemein und die Einhüllende der r-ten Polaren der 
Puncte einer Geraden ist daher eine Curve der 2(r— -l)(n — r)- 

ten Ordnung. 

(. 

Dieselbe Betrachtung kann man in vielen Fällen zur Be- 
stimmung der Ordnung einer Curve ^ welche die Curven einer 
Reihe einhüllt, anwenden. Ist z. B. die Reihe von der r-ten 
Ordnung und vom Index Sy und man kann eine Punctreihe con« 
struieren, welche ihr projectivisch ist« derart, dasz zwischen 
den Curveu der Reihe und den Puncten der Geraden eine Be- 
ziehung besteht, nach der jeder Curve nur ein Punct der Gera- 
den entspricht und umgekehrt^ so ist die Einhüllende von der 
2(r — ])tf-ten Ordnung. Für ^ = 1 entsteht so der Satz: 

Lehrsatz XI. Entspricht der Reihe der Tangenien 
einer Curve der r^ten Classe eine projectivische Punctreihe, 
so ist die Ordnung der Curve einfach 2(r — 1). 

g. Doppelte Definition der Polare eines Punctes. 
Gebt die (it^r)-te Polare einer Geraden durch einen gegebenen 
Punct 0, so ist dieser nach b, der Pol einer r-ten Polare, 
welche diese Polare berührt. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz XII. Die r^te Polare eines Punctes o, oder 
auch der Ort der Puncte, deren (n-^ryte Polaren durch 
gehen f ist auch die Einhüllende der Geraden, deren 
{n-^^ryte Polaren den Punct o enthalten. 

Wir haben somit sowol die Polaren der Puncte, als die 1 

der Curven auf doppelte Weise definiert, sowol als Orte, als 
als Einhüllende, und gerade in dieser doppelten Definition 
scheint das Geheimnisz der so groszen Fruchtbarkeit der Theorie 
der Polaren zu liegen. 
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h* Sätze über Polaren von Curveo. In berühre 
die r-te Polare einer* Curve C eine zweite Curve C\ Nun be- 
rührt diese Polare in o eine r-te Polare eines Punctes o* von 
C, und umgekehrt wird nach b. die Curve C in o* von der 
(n — r)-ten Polare von o berührt. Aber die r-te Polare von o' 
berührt in o auch C, so dasz endlich die (n — r)'te Polare von 
o in 0' die (« — r)-te Polare von C" berühren wird. Das gibt 
den Satz : 

Lehrsatz XIII. Berührt die r-te Polare einer Curve 
C eine zweite Curve C, so berührt umgekehrt die {ii—r)'te 
Polare von C die erste Curve C, 



^y. 



Sätze über Polaren von Curven. Fortsetzung. 
Eine Gerade R sei die (r — l)-te Polare eines Punctes o in 
Bezug auf die (n — r) te Polare eines andern Punctes o^ oder, 
was dasselbe ist — m. s. Nr. 69 c. — , die (n — r)-te Polare von 
0' in Bezug auf die (r — l)-te Polare von o. Laszen wir jß sich 
bewegen, und von einer Curve C umhüllt werden, so Ist der Ort 
des Punctes 0, wenn wir o' als fest annehmen, nach ä. die erste 
Polare von C in Bezug auf die (n — r)'te Polare von o'; bleibt 
umgekehrt o fest, während E die Curve C umhüllt, so ist der 
Ort von o* die erste Polare von C in Bezug auf die (n~=f*)-te 
Polare von o. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz XIV. Geht die erste Polare einer Curve C 
in Bezug auf die (i*— lyte Polare eines Punctes o durch 
0% so geht die erste Polare von Cin Bezug auf die («— r)- 
te Polare von o* durch o und umgekehrt. 



105. Ort der verbundenen Pole eines beweglichen 
Poles. Die (n — l)-te Polare einer Curve Cm der m-ten Ord- 
nung ist nach Nr. 81. eine Curve K der m(n — l)-ten Classe. 
Dem entsprechend ist nach Nr. 104^. die ersten Polare von 
K eine Curve der I9}(ii— l)Men Ordnung. < Diese Curve schlieszt 
auch die gegebene Cm mit in sich ein, wk A üb I t it felgiiob K 
nicht nur die Einhüllende der geraden Polaren von Cm, sondern 
auch nach Nr. 103 a. der Ort der Pole der ersten Polaren, 
welche Cm berühren. Durchläuft also ein Punct o eine Curve 
Cm, so beschreiben die andern (n-^1)^ — 1 Pole der geraden 



Nr. 1 04h— 106.] * Theorie 4er Polaren, 153 

Polare von a eine Curvc der »i(«— 1 )* — »» = i»ii(n — 2)- ten 
Ordnung. 

Zu diesem Resultate gelangen wir auch, bei der Lusung 
der Aufgabe: Wenn ein Punct o sich auf einer beliebigen 
Curve bewegt, welche Curve beschreiben dann die übrigen 
Pole der geraden Polare von 0? 

Wir nehmen zuerst als die gegebene Curve eine Gerade R 
an, und untersuchen, in wieviel Puncten dieselbe den gesuchten 
Ort schneidet. Nach Nr. 1036. gibt es i(ii—2)(n— 3) Gerade, 
deren jede zwei Pole auf R hat, folglich sind die (n — 2)(n— 3) 
Pole dieser Geraden ebenso viele Puncto des gesuchten Ortes. 
Bedenken wir nun noch, dasz nach Nr. 906. in jedem Puncto 
der Curve von Hesse zwei Pole ein und derselben Geraden 
zusammenfallen, dasz also die 3(n — 2) Durcbschnittspuncte der 
Curve von Hesse mit R auch dem gesuchten Orte angeboren, 
so übersehen wir augenblicklich, dasz der gesuchte Ort 
(n — 2)(ii — 3) + 3(ii — 2) Puncte mit R gemein hat, das heiszt, 
derselbe ist von der n{n — 2)-ten Ordnung. 

Ist nun ferner statt der Geraden eine beliebige Curve Cm 
gegeben, so mfiszen wir untersuchen, wie oft eine Gerade einen 
Pol' auf Cm und gleichzeitig einen solchen auf einer beliebigen 
Geraden R hat. Die verbundenen Pole der Puncte von R lie- 
gen nun aber, wie wir vor Kurzem nachgewiesen, alle auf einer 
Curve der «(n — 2)-ten Ordnung, welche Cm in »i.ii(n — 2) Pun- 
cten schneidet« Es gibt also m,n(n — 2) Puncte auf Cm, deren 
jeder einen verbundenen Pol auf i? hat, und daraus folgt: 

Lehrsatz XV. Beschreibt ein Pol eine Curve m-ter 
Ordnung, sot ist der Ort der ihm verbundenen Pole von 
der nt.nin — 2yten Ordnung* 

106. Ort der Durcbschnittspuncte der ersten und 
zweiten Polare eines sich bewegenden Punctes* Wir 
lassen, steh einen Pol auf einer Curve Cm der m-ten Ordnung 
bewegen und untersuchen den Ort der Durcbschnittspuncte der 
ersten und zweiten Polaren des beweglichen Poles in Bezug 
auf die Grundcnrve Ci». Geht durch den Punct i einer Geraden 
R eine erste Polare, so liegt der Pol derselben auf der geraden 



j^{fimlA4)^ 
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Polare von i, die natürlich Cm in m Puncten schneidet, deren 
zweite Polaren die Gerade R in m(n — 2) Puncten f treffen. 

Nimmt man umgekehrt einen beliebigen Punct t*' von R, 
durch den eine zweite Polare von t* gehen solU so liegt der 
Pol derselben auf der conischen Polare von f und diese«4i^ 
rührt Cm '^nim Punct]^ Die ersten Polaren dieser Puncto be- 
stimmen nun auf R 2li(n — 1) weitere Puncte t. Jedem Puncte 
i entsprechen demnach fn(n — 2) Puncte f, und jedem Puncte 
f ebenso 2m(n— 1) Puncte t. Es gibt deshalb in R nach Nr. 88. 

m(n - 2) +2i»(« — l) = »i{3ii— 4) 

Puncte i, von denen jeder mit dem entsprechenden Puncto t 
zusammenfötit. Der Ort Ut folglich eine Curve U der m(3ii— 4)- 
ten Ordnung. Offenbar berührt dieselbe Cn in den n.m Durch- 
schnittspuncten von Cm und Cn, so dasz also in diesen Puncten 
nach Nr. 71. die ersten und zweiten Polaren sich untereinander 
und die Curve Cn berühren. 

Da auszerdem durch einen Wendepunct der Grundcurve 
nach Nr. 80. jede erste Polare eines beliebigen Punctes der 
betreffenden WeSidetangente geht, so musz die Curve ü so oft 
durch einen Wendepunct Cn gehen, als es gemeinschaftliche 
Puncte von Cn und der Wendetangente gibt ü geht deshalb 
171-mal durch jeden der dn(n — 2) Wendepuncte von d*). 

a. Die Curve Cm fällt mit Cn zusammen. Fällt Cm 
mit Cn zusammen, so enthält U offenbar zweimal die Funda- 
mentalcurve. Sehen wir von dieser ab, so bleibt eine Curve 
der 3ii(n — 2)-ten Ordnung übrig, für welche die Wendepuncte 
von Cn (n — 2)-fache Puncte sind. Durchläuft also ein Pol die 
Grundcurve, so erzeugen die (n — I)(it — 2) — 2 Punc^p in denen 
sich die erste und zweite Polare schneiden, eine Curve der 
der 3ii(n — ^2)-ten Ordnung die (n — 2) Zweige hat, welche durch 
jeden Wendepunct von Cn gehen, und von denen einer mit Cn 
^ine dreipunctige Berührung eingeht. Dies ist sogleich klar, 
wenn man beachtet, dasz jede Wendetangente der Grundcurve 



*) Clebsck, Ueber eine Claese von EUmineUionsproblemen und über einige 
IkmeU der Theorie der Polaren. {Crelle-Borchard's Journal, T. 58. 
Berlin, Beimer, 1861, S. 279). 
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11—2 Pancte mit dieser gemetn hat, nämlich den Wendepunct 
und n*~3 einfache Darchacbnittopttacte. 

h. Ort der Durchschnittspuncte der r-ten und 
«-ten Polaren eines Punctes. Analog beweist man, dasz, 
wenn der Pol eine CurVe Cm beschreibt, die Durchschnitts- 
puncte der r-ten und «-ten .Polaren eine Curve der \m.n{^\s) 
— 2i».r.tf]-ten Ordnung erzeugen, welche die Grundcurve in 
den Durchschnittspuncten derselben mit Cm berührt. Es ist 
dabei bemerken&twerth, dasz die Zahl »t.n(r4-«) — 2m.r..» sich 
nicht ändert, wenn man n—r und n-^-s für r und $ substituiert. 



§. 18. 

Aiftweniliiiii^ auf Corren sewelter Ordnanir* 

107. Pol und Polare der Kegelschnitte. Nimmt man 
in den soeben auseinandergesetzten Theoremen n=:2, so fol- 
gen sehr interessante Resultate für die Theorie der Kegel- 
schnitte. 

In der Ebene der Curve C% der zweiten Ordnung sei ein 
Pol o angenommen, dann ist nach Nr. 68« der Ort der coojugier- 
ten harmonischen Puncte von o in Bezug auf die Durchschnitts- 
puncte der Curve mit einer durch o gelegten, um diesen Punct 
sich drehenden Geraden die gerade Polare von o. Geht die 
Polare von o durch einen zweiten Punct o*y so geht nach Nr. 69a. 
umgekehrt die Polare von o^ durch o. Alle Gerade, welche 
durch einen Punct gehen, haben daher ihre Pole auf der 
geraden Polare von o^ und es sind umgekehrt die Puncte einer 
beliebigen Geraden die Pole von Geraden, die sich im Pole 
der gegebenen Geraden schneideii. 

Es hat also jeder Punct nur eine bestimmte gerade Polare 
und umgekehrt jede Gerade nur einen einzigen Pol. Daraus 
folgt : 

Lehrsatz I. Die Puncte einer Geraden bilden eine pro- 
jecUvische Punctreihe des von ihren respectiven Polaren 
gebildeten Stralenbüschels ; 

und hieraus weiter: 
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Lehrsatz II. Da» Doppelverhäitnis^ von vier Geraden 
die sich in einem Puncte schneiden, ist gieieh dem Dop- 
pelverhältnisz der vier Pole dieser Geraden*). 

Nach Nr. 70. schneidet die Polare eines Punctes o deo 
FundameDtalkegelschnitt in den- Puncten» in welchen dieser 

von Geraden die durch o gehen, berührt wird. 

» 

Betrachten wir den Fundamentalkegelschnitt als eine Curve 
zweiter Classe, so folgte wenn wir durch einen beliebigen 
Punct einer gegebenen Geraden die beiden Tangenten der Curve 
ziehen 9 dasz der zu der gegebenen Geraden in Bezug auf die 
beiden Tangenten zugeordnete harmonische Stral nach Nr. 82. 
durch einen festen Punct geht, nämlich durch den Pol der ge- 
gebenen Geraden. 

Zwei Figuren, deren eine die Pole und Polaren der Gera- 
den und Puncte der andern enthält, heiszen polarisch reciprok* 
Auf die wenigen Principien^ die wir soeben auseinandersetzten, 
gründet sich die berühmte Methode von Poncelel**), mittelst 
welcher man von den Eigenschaften der einen Figur zu denen 
der andern Figur übergeht« 

108. Conjugierte Pole und Polaren. 



Zwei Fancte o und o', von denen 
jeder auf der Polare des andern liegt, 
beiszen conjugierte Pole. Die unbe- 
grenzte Zahl von Paaren conjugier- 
ter Pole, welche auf einer Geraden 
liegen, bilden eine quadratische Invo- 
lution, deren zweifache Puncte die 
Durchschnittspuncte des Kegelschnit- 
tes mit der Transversale sind. Folg- 
lich sind die Puncte des Fundamen- 
talkegelschnittes sich selbst conjugiert. 



Die Polaren zweier conjugierter 
Pole, das heiszt zwei Gerade, von 
denen jede durch den Pol der andern 
geht, heiszen conjugierte Polaren. Die 
unbegrenzte Zahl conjugierter Pola- 
ren, die alle durch denselben Punct 
gehen, bilden eine quadratische Invo- 
lution, deren Doppelstralen die Tan- 
genten des Fundamentalkegelschnitts 
sind, die man durch den gegebenen 
Punct an denselben legen kann. Folg- 
lich sind diese Tangenten sich selbst 
conjugierte Polaren. 



*) Chasles, Memoire de g€om^trie sur deux principes g€niraux de la 
»cience etc. (Memoires couronn^s par rA^cad^mie R. de Bruxelles, 1. 11, 1887, 
p. 582). 

♦*) Ponceletf Trait€ des propriät^s projectives des Jigures, Paris, 1822. 
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a. Conjugierte Dreiecke und Dreiseite. 



Zwei conjugierte Pole und der Pol 
der Geraden, welche dieselben verbin- 
det, bestimmen ein Dreieck, in dem 
jede Seite die Polare des G^egenschei- 
tels ist. Das so bestimmte Dreieck 
heiszt dem gegebenen Kegelschnitte 
confugiert. 



Zwei conjugierte Polaren und die 
Polare ihres Durchscbnittspnnctes bil- 
den ein Dreiseit, in welchem jeder 
Scheitel der Pol der Gegenseite ist. 
Dieses Dreiseit heiszt dem gegebenen 
Kegelschnitt conjugiert* 



b. Eigenschaften des einem Kegelschnitte ein* 
geschriebenen Vierecks und des demselben umge- 
schriebenen Vierseits.' 



Zieht mau durch den Punct/) zwei 
Transversalen, welche einen Kegel- 
schnitt in den vier Puncten 6, c; a, d 
schneiden, und sind q^ r die Durch- 
schnittspuncteder Gtoradenpaare(ca,&£{) 
und (a5, cd), so ist qr die Polare von 
p, und es ist also im Dreieck pqr 
jeder Scheitel der Pol der Gegenseite. 
* Dies ist eine unmittelbare Folge aus 
den in Kr. 6. auseinandergesetzten Ei- 
genschaften des vollständigen Vier- 
ecks ahcd. Daraus ergibt sich: 

Lehrsatz in. Alle einem voll- 
ständigen Viereck umgeschriebenen Ke- 
gelschnitte sind dem Dreieck, welches 
durch die drei Diagonalpuncte gebildet 
wird, confugiert. 



Zieht man durch zwei Puncto ei- 
ner Geraden P vier Tangenten B, C; 
Ä, D an einen gegebenen Kegelschnitt 
und sind Q und R die Geraden, wel- 
che durch die Pnnctepaare {OA, B*JD) 
und (A'B, OD) gehen, so ist der Punct 
Q'R der Pol der Geraden P, und es 
ist also im Dreiseit PQR jede Seite 
die Polare des Gegenscheitels. Dies 
ist eine unmittelbare Folge ans den 
in Nr. 5. auseinandergesetzten Eigen- 
schaften des vollständigen Vierseits 
AB CD, Daraus ergibt sich: 

Lehrsatz ÜP. Alle einem Vier- 
seit eingeschriebenen Kegelschnitte sind 
dem von den drei Diagonalen gebilde- 
ten Dreiseite confugiert. 



€. Gemeinschaftliche conjugierte Dreiecke oder 
Dreiseite zweier Kegelschnitte. Nach Nr. 89. ist im 
Allgemeinen ein Punct, der in Bezug auf zwei Curven eines 
Buscheis dieselbe gerade Polare hat, für eine Gurve des Bu- 
scheis ein Doppelpunct, das heiszt, zwei Kegelschnitte können 
auszer dem Dreieck, deszen Scheitel die drei Doppelpuncte 



p. 122. — ^ Memoire sur lä th^orie des polaires r€ciproques, (Crulles Journal, 
T. 4. Berlin, Reimer 1829. S. 1). 
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des BüscbeU sind, das durch sie bestimmt wird* keio weiteres 
gemeinschaftliches conjugiertes Dreieck haben. Es sind daher 
die Diagonalpuncte des vollständigen Vierecks» das durch die 
gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte zweier Regelschnitte 
gebildet wird» und die Diagonalen des vollstfindigen Yierseits, 
das durch die gemeinschafllichen Tangenten dieser Kegel- 
schnitte entsteht, bezüglich die Scheitel und die Seiten des 
einzigen Dreiecks, das beiden Cunren gleichzeitig conjugiert ist 

d. Besonderer Fall des Satzes von Pascal. Der 
Satz von Pascal in Nr. 45 c. för ein einem Kegelschnitt ein- 
geschriebenes Sechseck liefert» wenn man den zweiten Eck- 
punct dem ersten unendlich nahe nimmt, und ebenso den fünften 
unendlich nahe dem vierten» die folgende Beziehung zwischen 
vier Puncten eines Kegelschnittes und den Tangenten in zwei 
derselben : 

Lehrsatz IV. Ist ein Viereck einem Keffeischnitte ein- 
geschrieben, so schneiden sich die Tangenten durch moei 
der Eckpuncte auf der Veröindungsgeraden zweier Diago- 
nalpuncte. 

Hieraus schlieszt man leicht» das die Diagonalen des aus 
vier Tangenten eines Kegelschnittes gebildeten Vierseits die 
Seiten des Dreiecks sind» deszen Scheitel die Diagonalpuncte 
des durch die vier Berührungspuncte gebildeten Vierecks sind. 

e. Netz zweiter Ordnu-ng. Sind von einem vollstän- 
digen Vierecke aöcd die drei Diagonalpuncte P, q, r und ein 
Scheitel a gegeben» so ist dasselbe nur auf eine einzige Weise 
bestimmbar. Es ist nämlich der Scheitel b der zu a in Bezug 
auf die Puncte zugeordnete harmonische Punct» in denen pq 
und pr die Gerade ar schneiden; u. s.w. Folglich bilden die 
Kegelschnitte» welche durch denselben Punct a gehen» und 
demselben Dreieck pqr conjugiert sind» ein Curvenbüschel und 
wir haben daher nach Nr. 92. : 

Lehrsatz V. Die Gesammtheit der Kegelschnitte, die 
einem gegebenen Dreiecke conjugiert sind, bildet ein Net%. 

f. Netz zweiter Ordnung. Fortsetzung. Die Cur- 
ven dieses Büschels» welche einen gegebenen Abschnitt oo' 
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harmonisch teilen* bilden ein Curvenbfischel. Ist nämlich i ein 
beliebiger Puncto so haben alle Kegelschnitte, die durch i gehen, 
drei weitere Puncto gemein, das heiszt nach Nr. 49. schneiden 
sie die Gerade öo' in Punctepaaren, die in Involution stehen. 
Nach Nr. 25 a. aber bilden die Punctepaare, welche 00' harmo- 
nisch teilen, ebenfalls eine Involution und die beiden Involutio- 
nen haben ein Paar conjugierter Puncto gemein ; durch i geht 
also nur ein einziger Kegelschnitt des Netzes, der den gegebe- 
nen Bedingungen Genüge leistet, w. z. b. w. Mit andern Wor- 
ten, das Netz enthält ein KegelschnittsbOschel , für deszen 
einzelne Curven die Puncto o und o* coojugierte Pole bilden. 

Zwei Büschel eines Netzes haben immer eine Curve ge- 
mein. Sucht man daher den Kegelschnitt des Netzes , fSr 
welchen o sowol zu o' als zu o** conjogiert ist, oder, was das- 
selbe ist, für welchen die Polare o'o" hat, so läszt die Auf- 
gabe nur eine einzige Auflosung zu, das heiszt, es gibt nur 
einen Kegelschnitt, in ßezif auf den ein gegebenes Dreieck 
conjugiert ist, und ein gegebener Punct der Pol einer gegebe- 
nen Geraden. 

« 

g, Bedingung, unter der zwei Dreiecke demsel- 
ben Kegelschnitte conjugiert sind. Es seien pqr und 
p'q^r* zwei dem Fundamentalkegelschnitte conjugierto Dreiecke ; 
s und t die Puncto, in denen die Geraden p*q* und p'r* die 
Gerade gr schneiden; 9* und /' die Puncto, in denen q'r' von 
pq und pr geschnitten wird. Offenbar sind dann die Polaren 
der Puncto q, r, s, i die Geraden p(r, q, r', q') , welche q'r' 
in den Puncten r, ^, r', q* schneiden. Das System dieser vier 
Geraden und das ihrer vier Pole hat nach Nr. 107» dasselbe 
anharmonische Verhältnisz, das heiszt es ist 

(qrsf) = {Ps'r*^, 
also auch nach Nr. 1. 

(qrst) =s (s'fq'r^, 

das heiszt, die vier Geraden pq, pr, p'^, p'r' schneiden die 
Geraden q[r und q'r* in zwei Systemen von vier Puncten, die 
dasselbe Doppelverhältnisz haben. Die sechs Seiten der bei- 
den gegebenen Dreiecke bilden daher nach Nr. 60. ein Sechs* 
seit von Brianehon. Auszerdem haben aber die beiden 
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Büschel von je vier Geraden p'(g, r, ^, r') und p(g, r, ^', r') 
ebenfalls dasselbe anharmonische VerbHltnisz« so dasz nach 
Nr. 59. die sechs Scheitel der eben benützten Dreiecke ein 
Sechseck von Pascal*) bilden. Daraus folgt: 

Lehrsatz VI. Sind zwei Dreiecke einem Kegelschnitte 
umgeschrieben, so sind sie auch einem zweiten Kegel- 
schnitte eingeschrieben^ und umgekehrt. 

Lehrsatz VH. Damit zwei Dreiecke demselben Kegel" 
schnitte conjugiert sind, ist notwendig aber auch hinrei- 
chend, dasz sie einem andern Kegelschnitte umgeschrieben, 
oder einem dritten Kegelschnitte eingeschrieben sind. 

Diese Eigenschaft kann man auch dahin aussprechen, dasz 
ein Kegelschnitt, der fünf von den sechs Seiten zweier einem 
gegebenen Kegelschnitt conjugierter Dreiecke berührt, auch 
die sechMe berührt, und dasz der Kegelschnitt, welcher durch 
fünf der Scheitel dieser Dreiecke ^ht, auch durch den sechsten 
beschrieben ist. Hieraus folgert sich: 



Lehrsatz VIII. Berührt ein 
Kegelschnitt die Seiten eines einem zwei- 
ten Kegelschnitt conjugierten Dreiecks, 
so sind eine unbegrenzte Za^l anderer 
diesem letzteren conjugierter Dreiecke 
dem ersten Kegelschnitte umgeschrieben, 
das heiszt, die Tangenten, welche vom 
Pole einer Jeden Tangente des ersten 
Kegelschnittes in Bezug auf den zwei- 
ten an beide Kegelschnitte gelegt wer" 
den können^ bilden ein harmonisches 
StralenbüscheL 



Lehrsatz VH!'. Geht ein Ke- 
gelschnitt durch die Scheitel eines einem 
zweiten Kegelschnitte conjugierten Brei- 
ecks, so ist er noch einer unbegränzten 
Zahl anderer dem letzten Kegelschnitte 
conjugierter Dreiecke umgeschrieben, das 
heiszt, Jeder Punct des ersten Kegel- 
schnitts ist in Bezug auf den zweiten 
der Pol einer Geraden, welche die bei' 
den Curven in vier harmonischen Pun- 
cten schneidet. 



109. Lehrsatz von Hesse. Die einem Viereck abed 
umgeschriebenen Kegelschnitte werden nach Nr. 49. von einer 
beliebigen Transversale in Punctepaaren geschnitten, die eine 



♦) Steiner, Systematische Enttoickelung der Abhängigkeit geometrischer 
Gestalten von einander. Berlin 1832, S. 808. (Anfg. 46). — Chasles, 
Mimoire sur les lignes conjointes dans Jes coniques, (Journal de M. Liou- 
ville aoüt 1838, p. 396). 
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Ifivolution bilden. Unter diesen Kegelsehnitteh sind drei, die 
aus einem Paar p^erader Linien bestehen; so dasz also die 
Paare von Gegenseiten (bc^ aä)^ (ca, öd) {ab, cd) des Vierecks 
die Transversale in sechs Pnneten a^, ai\ ö% bi; &, c^ schnei- 
den, die in Involution stehen*). Werden umgekehrt die Seiten 
eines Dreiecks a^c von einer Transversale in den Puncten a', 
b'i c* geschnitten, und sind diese Puncte mit den Puncten Hi, 
bx9 Tl. derselben Transversale in Involution, so schneiden sich 
die Geraden aa^y bbi, cci in demselben Puncte ä. 

Es sei nun ein Dreieck abc gegeben, deszen Seiten bc, 
ca, ab eine Transversale bezüglich in den Puncten a', b', & 
schneiden ; auszerdem sei ein Kegelschnitt gegeben, für welchen 
die Puncte Oi, bi, Ci, die in derselben Transversale liegen, 
die respect. conjugierten Pole von a\ b*, c' sind. Unter diesen 
Bedingungen sind nach Nr. 108. die Punctepaare a\ ai\ b*, b^', 
c\ Ci in Involution und die Geraden aai, bbi, cci gehen folg- 
lich durch denselben Punct d. Setzen wir nun noch voraus, 
dasz a und b die respectiven conjugierten Pole von a' und b' 
sind, so sind aai und bbi bezüglich die Polaren der Puncte a' 
und b', so dasz dann d der Pol der Transversale ist. Die Po- 
lare von c* ist daher auch CC|, und die Puncte c und c' sind 
ebenfalls conjugierte Pole. Wir haben somit den Satz: 

Lehrsatz IX. Bilden die Eridpuncte zweier Diagonalen 
aa* und bb* eines vollständigen Vierseils in Be%>ug auf ei- 
nen gegebenen Kegelschnitt %wei Paare conjugierter Pole, 
so sind auch die Endpuncte der dritten Diagonale cc' con- 
jugierte Pole ßir denselben Kegelschnitt**). 



*) Fallen die Puncte a, 6, c, d paarweise zusammen, das heiszt, be- 
rühren sich die Kegelschnitte des Büschels in zwei Puncten a und c, so 
reducieren sich die beiden Paare von Gegenseiten des Vierecks auf die Be- 
rührungssehne ac, als das System zweier zusammenfallender Geraden be- 
• trachtet. Das dritte Paar Gegenseiten wird durch die den beiden gegebenen 
Kegelschnitten gemeinschaftlichen Tangenten gebildet. Folglich bestimmen, 
wenn ein Kegelschnitt und zwei seiner Tangenten von einer Transversale 
geschnitten werden, die vier Durchschnittspuncte eine quadratischen Involu- 
tion, deren einer Doppelpunct auf der Berührungssehne liegt. 

**) Hesse ^ De octo punctis intersectionis triutn superßcierum secundi 
ordinis. (Dissertatio pro venia legendi), Regiomonti , 1840, p. 17. 

Cr e mono, Ebene Curven. 11 
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110. Reciproke Polaren. Dorchiäuft ein Pol eine ge* 
gebene Curve Cm der m^ten Ordnung, die ö Doppelpnnete und 
X Spitzen hat» so hüllt die gerade Polare in Bezug auf den 
Fundamentalkegelscbnitt C^ eine zweite Curve der I7t*ten Classe 
mit ö Doppeltangenten und x Wendepuncten ein, die nach 
Nr. 103. auch der Ort der Pole der Tangenten von Cm ist. 
Diese beiden Curven heiszen reciproke Polaren. 

a. Fälle, wenn die Fandamentalcurve aus zwei 
Geraden oder zwei Puncten besteht. 



Ist die Fondameatalcarve €^ das 
System zweier Geraden, die sich im 
Fancte t schneiden, so geht die Po- 
lare jedes beliebigen Functes o durch 
if und sie ist nach Kr. 73 6. der con- 
jugierte harmonische Stral von oi in 
Bezog auf das Stralenpaar, aas denen 
der I'undamentalkegelschnitt besteht 
Die Polare des Punctes i selbst ist 
aber nach Nr. 72. unbestimmt, das 
heiszt, jede beliebige Gerade der 
Ebene kann als Polare von « ange- 
sehen werden. Hieraus folgt, dasz 
jede Gerade, die durch i geht, eine 
unbegrenzte Zahl Pole hat, die -alle 
in einer zweiten Geraden liegen, die 
gleichfalls durch i geht, während eine 
Gerade, die nicht durch t gezogen 
ist, nur diesen einzigen Pnnct als Pol 
hat*). 

Ist daher eine Curve der r-ten 
Classe gegeben, als Einhüllende yon 
geraden -Linien betrachtet, so ist ihre 
reciproke Polare, das heiszt der Ort 



Ist die ^ndamentalcnrve C„ als 
Einhüllende zweiter Classe angesehen, 
ein Punctepaar o, o', so liegt der 
Pol einer jeden Geraden M auf der 
Geraden oo*, und der Abschnitt oo* 
wird durch den Pol und die Polare 
harmonisch geteilt. Der Pol der 
Geraden oo' aber ist unbestimmt, das 
heiszt, jeder Punct der Ebene kann 
als Pol dieser Geraden angenommen 
werden. Jeder Punct der Geraden 
00* selbst hat also eine unbegrenzte 
Zahl Polaren, die sich alle in einem 
zweiten Puncte derselben Geraden 
schneiden, während ein beliebiger 
auszerhalb oo' gelegener Punct nur 
diese eine Gerade oo' selbst zur Po- 
lare hat. 



Ist daher eine Curre r-ter Ordnung 
gegeben, so ist ihre reciproke Polare, 
das heiszt die Einhüllende der Polaren 
ihrer Puncte, das System von r Pun- 



*) Ist der Kegelschnitt ein System zweier zusammenfallender Geraden, 
so stellt diese die Polare eines beliebigen Punctes der Ebene vor. Es ist 
klar, dasz in diesem Falle jede Gerade in der Ebene den Kegelschnitt in 
zwei zusammenfallenden Puncten schneidet. Analoges läszt sich Ton einem 
Kegelschnitt, als Einhüllende betrachtet, sagen, welcher aus dem System 
zweier zusammenfallender Puncte besteht. 
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der Pole ihrer Tangenten, das System 
YQB r Qeraden, die darch % gehen, 
und die deif Beihe nach die conja- 
gierten harmonischen Stralen der r 
Tangenten sind, die man von i an 
die gegebene Curve in Bezog auf die 
beiden Geraden, aus denen C^ be- 
steht, legen kann. 



eten, die sämmtlich mit o und o' in 
gerader Linie liegen und in Besag 
auf diese beiden Puncte die conjugier- 
ten harmonischen Puncte der Dorch- 
schnittspunctc der gegebenen Curve 
mit der Geraden oo' sind. 



b. Curve von Hesse eines Netzes zweiter Ord- 
dnung. Unter Annahme der links stehenden Voraussetzunt^ 
ist augenblicklich klar, dasz t' der Scheitel eines jeden conju- 
gierten Dreiseits sein wird, und dasz zwei Seiten dieses Drei- 
seits mit den beiden Geraden, aus denen die Fundamentalcurve 
besteht, ein harmonisches Stralenbüschel bilden. Ist umgekehrt 
ein gegebenes Dreiseit einem Kegelschnitte conjugiert, der aus 
dem System zweier Geraden besteht, so mfiszen diese sich in 
einem der Eckpuncte schneiden und mit zwei Seiten dieses 
Dreiseits ein harmonisches Stralenbüschel bilden; speciell wird 
eine jede Seite des Dreiseits, als das System zweier zusam- 
menfallender Geraden betrachtet, einen dem Dreiseit conjugier- 
ten Kegelschnitt darstellen. Die drei Geraden, welche das Drei- 
seit bilden, enthalten folglich sämmtliche Doppelpuncte der 
Kegelschnitte« welche diesem Dreiseit conjugiert sind, und es 
gilt daher nach Nr. 92. und Nr. 108c. der Satz: 

Lehrsatz X. Die Curve von Hesse eines Netzes, das 
durch die einem gegebenen Dreiseit conjugierten Kegel- 
schnitte gebildet wird, ist dieses Dreiseit selbst, 

111. Reciproke conische Polaren. Dem allgemeinen 
Theorem in Nr. 110. gemäsz ist die reciproke Polare eines 
Kegelschnittes K in Bezug auf einen andern Kegelschnitt C^ 
ein dritter Kegelschnitt K*. Die beiden Gurven K und JT haben 
dabei die Beziehung unter einander, dasz die Tangenten eines 
jeden von ihnen die Polaren der Puncte der andern in Be- 
zug auf Cs als Fundamentalcurve sind. In den vier Puncten, 
welche die Grundcurve C^ mit K gemein hat^ wird sie von den 
vier Tangenten, die sie mit K' gemein hat, berührt, und es 
sind somit nach Nr. 108<f. die drei Kegelschnitte C^, K und K' ' 
ein und demselben Dreiecke conjogiert. 

11» 
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a. Fortsetzung. Ist^ die Polare des Panetes r in Be- 
zug auf K, und sind r' und R bezüglich der Pol und die Po* 
lare von R und r in Bezug auf C^, so musz offenbar r* der 
Pol von R in Bezug auf JT^sein. 

b. Einem Viereck oder Vierseit um- oder einge- 
schriebene reciproke conische Polaren. Die gemein- 
schaftlichen Durchschnittspuncte der beiden Curven K und K* 
sind in Bezug auf £3 die Pole der gemeinschaftlichen Tangen- 
ten derselben Kegelschnitte. Hieraus folgert sich, dasz, wenn 
mehrere Kegelschnitte ein und demselben Viereck umgeschrie- 
ben sind, ihre reciproken Polaren ein und demselben Vierseit 
eingeschrieben sein werden, und da die ersten Kegelschnitte 
von einer beliebigen Transversale in Punctepaaren, die in In- 
volution stehen, geschnitten werden, so stehen auch die Stra- 
lenpaare, die man von einem beliebigen Puncte an die einem 
Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte legen kann, in Invo- 
lution. 

c. Zahl der Kegelschnitte, für welche zwei ge- 
gebene Kegelschnitte reciproke Polaren darstellen. 
Sind die beiden Kegelschnitte JT und K' a priori gegeben, schnei- 
den sich dieselben in den Puncten a, ö, c, d und haben sie 
die gemeinschaftlichen Tangenten A, Ä, C, D, so musz der Ke- 
gelschnitt, in Bezug auf den K und JS? reciproke Polaren vor- 
stellen, nach Nr. 111. dem Dreiecke conjugiert sein, das durch 
die Diagonalpuncte des Vierecks abcd und durch die Diagona- 
len des Vierseits ABCD gebildet wird (m. s. Nr. 108c.). um 
diesen Kegelschnitt vollständig zu bestimmen, genügt es nach 
Nr. 108/: die Bedingung hinzuzufügen, dasz der Punct a in Be- 
zug auf ihn der Pol einer der vier Geraden Ä, B, C, D sei. 
Hieraus folgt: 

Lehrsatz XL Es gibt stets vier Kegelschnitte, in Bezug 
auf welche %wH gegebene Kegelschnitte reciproke Polaren 
darstellen. 

d. Dreiecke die einem Kegelschnitte conjugiert 
und einem zweiten ein- oder umgeschrieben sind. 
Es seien zwei Kegelschnitte K und K' gegeben, von denen der 
erste einem dem zweiten conjugierten Dreiecke pqr umgeschrie- 
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ben sei. Ist C^ ein Kegelschnitt, in Bezug auf vrelcben die 
gegebenen reciproke Polaren vorstellen, und sind die Geraden 
Pi Qy R die Polaren der Puncte p, q, r in Bezug auf C2, so 
wird das Dreiseit PQR dem Kegelschnitt K* umgeschrieben sein. 
Das Dreieck pqr ist aber dem Kegelschnitt JT conjugiert vor- 
ausgesetzt, und es musz folglich nach a. das Dreiseit PQR 
dem Kegelschnitte K conjugiert sein. Das gibt auch : 

Lehrsatz XII. Isi ein Kegelschfäit einem Dreieck um- 
geschrieben, das einem freiten Kegelschnitte cot^fugiert 
ist, so ist gleichzeitig dieser »weite Kegelschnitt einem dem 
ersten Kegelschnitt conjugierten Dreiseit eingeschrieben, 
und umgekehrt*). 

Nehmen wir noch Rücksicht auf den doppelten Ausdruck 
des Satzes in Nr. 108^., so haben wir: 

L e h r s a tz XIII. Ist ein Kegelschnitt einem Dreiseit ein- * 
geschrieben, das einem zweiten Kegelschnitte conjugiert 
ist, oder auch einem diesem Kegelschnitte conjugierten 
Dreieck umgeschrieben, so ist die reciproke Polare des 
zweiten Kegelschnittes in Bezug auf den ersten die Ein' 
hüllende einer Geraden, welche die beiden Kegelschnitte 
harmonisch schneidet, und die reciproke Polare des ersten 
Kegelschnitts in Bezug auf den zweiten ist der Ort der 
Puncte, von denen die Tangenten an die gegebenen beiden 
Kegelschnitte ein harmonisches Stralenbüschel bilden. 

e. Kegelschnitte, deren Tangenten zwei gegebene 
Kegelschnitte in harmonischeu Puncten schneiden. 
Unter der Annahme, es seien zwei Kegelschnitte K und K' ge- 
geben, stellen wir die folgenden allgemeinen Aufgaben**): 



Welches ist die Einhüllende einer 
Geraden, die zwei gegebene Kegel- 
schnitte in vier harmonischen Puncten 
scheidet? Wieviel Gerade, die diese 
Eigenschaft besitzen, gehen durch ei- 
nen beliebigen Punct, z. B. durch einen 



Was ist der Ort der Puncte, durch 
welche man ein harmonisches Tan- 
gentenbüschel an zwei gegebene Ke- 
gelschnitte legen kann? Wieviel 
Puncte, die diese Eigenschaft besitzen^ 
gibt es auf einer beliebigen Geraden, 



*) Hesse, Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes, Leipzig, 
Teubner 1861. S. 715. 

•♦) V. Staudtj Ueber die Curven zweiter Ordnung. Nürnberg 1831. S. 25. 
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der vier gemeinschafilichen Durch- 
schnittspuncte a, &,.c, d der beiden 
gegebenen Kegelschnitte? 

Damit eine durch a gesogene Ge- 
rade K and K' in vier harmonischen 
Punoten schneidet, müsaen drei der- 
selben mit a zusammenfallen, das 
heiszt, die einzigen Tangenten, die 
man durch a an die gesuchte Einhül- 
lende legen kann, sind die beiden 
Geraden, welche in diesem Fnncte den 
einen oder andern Kegelschnitt berüh- 
ren. Die Einhüllende ist also ein 
Kegelschnitt F,- der die acht Geraden 
berührt, welche die Tangenten der bei- 
den gegebenen Kegelschnitt« in den 
.gemeinschaftlichen Durchschnittspon- 
cten a, 6, c, d darstellen. 

Von diesen acht Geraden sind 
nach Nr. 111. die vier, welche K* be- 
rühren, gleichzeitig Tangenten der 
reciproken conischen Polare H von 
K in Bwmg anf f , und es sind 
also die Kegelschnitte K', H, F dem- 
selben Vierseiteingeschrieben. Schnei- 
det also eine Tangente von H, die 
nicht gleichzeitig eine solche von K^ 
ist, K und K^ in harmonischen Pun- 
cten, so fallen die Kegelschnitte H 
und F zusammen. Dies geschieht 
t, B. nach d, sobald K einem zu K* 
conjugiertem Dreiecke umgeschrieben 
ist. 



z. B. auf einer der gemeinschaftlichen 
Tangenten A, B, C, D der beiden 
gegebenen Kegelschnitte? 

Die einzigen Dnrchschnittspnncte 
der Geraden A mit dem Orte, den 
wir bestimmen wollen, sind offenbar 
die Puncte, in denen diese Grerade 
den einen oder andern der gegebenen 
Kegelschnitte berührt Der gesuchte 
Ort ist daher ein Kegelschnitt F', 
der durch die acht Puncte geht, in 
denen die gegebenen Kegelschnitte 
von ihren gemeinschaftlichen Tan- 
genten berührt werden. 



Von diesen acht Pnncten gehö- 
ren die Tier, welche auf K liegen, 
auch der reciproken conischen Polare 
E' von K' in Bezug auf K an, das 
heiszt, die Kegelschnitte K, H\ F' 
gehören zu ein und demselben Cur- 
venbüschel. Ist nun ein Pnnct von 
H*, der nicht auch auf K liegt, Mit- 
telpunct eines harmonischen Tangen- 
tenbüschels an K und K\ so fallen 
die Kegelschnitte £P und F in einen 
einzigen zusammen. Dies geschieht 
z. B. nach d., sobald Kf einem zu K 
conjugierten Dreiseit eingeschrieben ist 



Ist C2 ein Kegelschnitt, für den K und K' reciproke Pola- 
ren sind, so sind offenbar die Kegelschnitte F und F*» so wie 
ebenso ff und ff' in Bezug auf C^ ebenfalls reciproke Polaren. 

f. Dreiecke, die einem Kegelschnitte conjugiert 
und einem andern ein* oder umgeschrieben sind. 
Fortsetzung. Es seien K, JT, K" drei ein und demselben 
Viereck aöed umgeschriebene Kegelschnitte, und es seien 



J 
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aasserdem die beiden ersten bezüglich zwei Dreiecken umge- 
ecbrieben^ die beide demselben Kegelschnitte £^ conjagiert sind. 
Unter diesen Voraussetzungen werden die reeiproken coniscben 
Polaren H, IT, H*' der ersten Kegelschnitte in Bezug auf C% 
nach b* sämmüich von den Geraden A» B, C, D, den Polaren 
der Puncto a» ö^ c, d in Bezug auf C2» berührt werden. Die 
Gerade Ä schneidet daher nach ä^ sowol die beiden Kegel- 
schnitte C2 und K, als die beiden andern C^ und £' in harmo- 
nischen Puncten« das heiszt» die Durchschnittspuncte von A und 
C^ sind die Doppelpuncte der quadratischen Involution, welche 
durch die Kegelschnitte des Buscheis (KK*) auf A bestimmt 
wird. A schneidet deshalb auch C^ und K" in harmonischen 
Puncten, und es folgt somit nach e. : 

Lehrsatz XIV. Sind in %wei Kegelschnitten je ein ei- 
nem gegebenen Kegelschnitte conjugiertes Dreieck einge- 
schrieben, so ist auch jeder andere Kegelschnitt, der 
durch die gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der 
ersten beiden beschrieben ist^ einem dem gegebenen Ke- 
gelschnitte conjugierten Dreiecke umgeschrieben. 

111^*«. Curvenreihen zweiter Ordnung* Unter den 
Kegelschnitten, die durch vier Puncte a, by c, d beschrieben 
sind, gibt es nach Nr. 49. fiwei, welche eine Gerade L berühren, 
und es bilden daher die Kegelschnitte, welche durch drei Puncte 
a, b, c gehen und eine gegebene Gerade L berühren, eine Reihe 
vom Index 2. 

Unter den Kegelschnitten dieser Reihe gibt es nach Nr. 85. 
vier die eine andere Gerade M berühren. Die Kegelschnitte 
daher, die, durch zwei Puncte a und b bescbrieben, zwei ge- 
gebene Gerade L und M berühren, bilden eine Reihe vom In- 
.dex 4. Die Puncte a, b und die, in denen ab die Geraden 
L und M schneidet, bestimmen eine quadratische Involution, 
deren Doppelpuncte durch / und /' bezeichnet werden mOgen. 
In ihnen schneiden sich nach Nr. 109., Anmerkung 1. die Be* 
rührungssehnen aller Kegelschnitte der Reihe mit den gemein- 
schaftlichen Tangenten L und M. Soll die Berührungssehne 
durch f gehen, und der Kegelschnitt durch einen dritten Punct 
c, so gibt es zwei Auflösungen der Aufgabe, die durch die 
Doppelpuncte der andern Involution individualisiert werden, 
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welche die Puiicte a, c mit den gemeinschaftlichen Durch- 
schnitUpancten der Geraden ac und der Tangenten L und M 
bilden*). Die erwähnte Reihe Kegelschnitte vom Index 4 zer- 
fallt also in zwei verschiedene Reihen» jede vom Index 2, ent- 
sprechend den beiden Büscheln Berührungssehnen, die sich in 
f oder in f schneiden**). Die geraden Polaren eines beliebi- 
gen Punctes in Bezug auf die Kegelschnitte einer beliebigen 
der beiden eben erwähnten Reihen bilden eine neue Reihe vom 
Index 2. Da die Reihe Kegelschnitte und die Reihe von Ge- 
raden projectivisch sind, so erzeugen sie nach Mr. 83. durch die 
gegenseitigen Durchschnittspuncte ihrer homologen Elemente 
eine Curve sechster Ordnung, die nach Nr. 85. der Ort der Be- 
rührungspuncte zwischen den Geraden, welche durch o gehen, 
und den Kegelschnitten der Reihe ist. Dieser Ort ist aber 
aus einer Curve der vierten Ordnung und aus der zweimal ge- 
nommenen Geraden aö zusammengesetzt. Ist nämlich m ein 
Punct von aö, so führt jeder der beiden Kegelschnitte der Reihe, 
die durch m gehen, auf das System zweier mit aö zusammen- 
fallender Geraden, und somit wird dieselbe von der Geraden 
om in zwei mit m zusammenfallenden Puncten geschnitten. Der 
Punct m zählt also zweimal als Berührungspunct zwischen den 
Geraden, welche von ausgehen, und den Kegelschnitten der 
Reihen vom Index 2, die wir betrachten. Die Curve der vier- 
ten Ordnung geht zweimal durch 0, und es musz daher eine 
beliebig durch o gezogene Gerade N nach Nr. 85. noch zwei 
Kegelschnitte der Reihe in andern Puncten berühren, und dem- 
gemäsz auch noch zwei Kegelschnitte der zweiten Reihe. Es 
gibt somit vier Kegelschnitte, die drei gegebene Gerade L, 
Jli, N berühren und durch zwei gegebene Puncte a und ö gehen. 

Aus dem Letzten folgt, dasz die Kegelschnitte, die durch 
einen Punct a beschrieben sind und von drei Geraden £, M, N 



*) Salmon, Analytische Geometrie der Kegelschnitte, deutsch bearbeitet 
von W. Fiedler, Leipzig, Teubner, 1860, S. 309 und 589. 

♦*) Geht die Gerade ab durch den Punct LM, so f&Ut einer der Puncte 
/', /' mit, diesem zusammen, so dasz also nur eine Beihe Kegelschnitte vom 
Index 2 übrig bleibt, die dem andern Puncte entspricht, der mit LM zusam- 
men das Segment ab harmonisch teilt. Das heiszt, geht die Gerade ab durch 
den Punct LM, so gibt es nur zwei wirkliche Kegelschnitte, die durch die 
Puncte a und b gehen, und die Geraden L, M und eine dritte N berühren. 
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berührt werden eine Reibe vom Index 4 bestimmen. Die gera- 
den Polaren eines Punetes t* erzeugen eine andere Reihe von 
demselben Index, und die beiden Reihen erzeugen, da sie pro- 
jectivlsch sind, einen Ort der zwölften Ordnung, der sich aber 
in eine Curve der sechsten Ordnung und in die drei Graden 
a{M*N), a(N'L)y a(L'M), jede doppelt gezählt, auflöst Durch 
m gehen nämlich, wenn derselbe ein Punct dieser Geraden, 
z. B. a(M'N) ist, nur zwei wirkliche Kegelschnitte, jeder der 
beiden anderen fallt mit der als das System zweier zusammen- 
fallender Geraden aufzufaszenden Geraden a{M'N) zusammen. 
Die Curve sechster Ordnung geht viermal durch /, und eine 
beliebig durch diesen Punct gezogene Gerade H berührt daher 
in andern Puncten noch zwei Kegelschnitte der Reihe. Durch 
einen gegebenen Punct gehen also nur %wei Kegelschnitte, 
welche vier gerade Linien berühren. 

Hieraus folgt, dasz die Kegelschnitte, welche vier gege- 
bene Gerade X, M^ N, H berühren, eine Reihe vom Index 2 bil- 
den. Da dieselbe mit einer zweiten, durch die geraden Polaren 
eines Punetes n gebildeten Reihe von demselben Index pro- 
jectivisch ist, so erzeugen die entsprechenden Elemente einen 
Ort der sechsten Ordnung, der aus einem Orte dritter Ordnung 
und aus den drei Diagonalen des Vierseits LMNH zusammen- 
gesetzt ist. Ist nämlich m ein Punct einer der Diagonalen, so 
ist von den beiden Kegelschnitten der Reihe, die durch m gehen, 
nur ein einziger wirklich ein Kegelschnitt. Der andere redu- 
eiert sich auf die Diagonale selbst, als System zweier, zusam- 
menfallender Geraden betrachtet. Die Curve der dritten Ord- 
nung geht zweimal durch n , und eine beliebig durch diesen 
Punct gezogene Gerade berührt daher in andern Puncten noch 
einen Kegelschnitt der Reihe. Es gibt also nur noch einen 
einzigen Kegelschnitt, der fünf gegebene Gerade berührt. 

a. Zahl der Kegelschnitte, die fünf gegebenen 
Bedingungen genügen. Wir wollen jetzt die Zahl der Ke- 
gelschnitte zu bestimmen suchen, welche fünf gegebenen Be- 
dingungen genügen (durch gegebene Puncto gehen und gegebene 
Curven berühren*)). Ich wiederhole zuerst die folgende schon 
in Nr. 87. bewiesene Eigenschaft : 



*) Diese Curvren denken wir uns in ihrer bestimmten Ordnung vollst&n- 
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Theorem 1. Wenn m' Kegeisehfdtte einer Reihe von 
K<6geischnitten vom Index m eine beliebige Gerade beruh" 
ren, so gibt es M'.n + M.«(n — 1), welche eine gegebene 
Curve der n^ten Ordnung berühren. 

Die Zahl m' ist nach Nr. 85. im Allgemeinen gleich 2m, aber 
sie kann eine Verminderung erfahren, wenn wir von den Ke- 
gelschnitten, welche die Aufgabe losen, die Systeme von zu- 
sammenfallenden Geraden, die in bestimmten Fällen diese bil- 
den, abrechnen. Dies kann offenbar nicht eintreten, wenn die 
Kegelschnitte der Reihe durch vier oder drei gegebene Puncte 
geben müszen. Da wir also für ein Kegelschnittbüschel m=:I, 
m' = 2 haben, so geht das Theorem I. über in: 

Theorem II. Es gibt nCn-f- 1) KegelschniUe, die durch 
vier Puncte gehen und eine gegebene Curve n^ter Ordnung 
berühren. 

Das heiszt nun, die Kegelschnitte« welche durch drei ge- 
gebene Puncte gehen und eine Curve n*ter Ordnung berühren, 
bilden eine Reihe vom Index n(n-f 1), und.es gibt also 2n(n-fl), 
die eine gegebene Gerade berühren. Aus demselben Theo- 
rem I. ergibt sich demnach: 

Theorem III. Es gibt n.ni(n + l)(ni + l) Kegelschnitte, 
die durch drei gegebene Puncte gehen und zwei gegebene 
Curven von der Ordnung n und n^ berühren. 

Wir wiszen^ dasz die Kegelschnitte, welche durch zwei 
gegebene Puncte gehen und zwei gegebene Gerade berühren^ 
eine Reihe vom Index 4 bilden, in der es vier Kegelschnitte 
gibt, die eine dritte Gerade berühren, wenden wir nun das 
Theorem I. an, so entsteht: 

Theorem IV. Es gibt An^ Kegelschnitte, welche durch 
%wei gegebene Puncte gehen, und zwei gegebene Gerade, 
so wie eine ebenfalls gegebene Curve n^ter Ordnung be- 
rühren. 

Aus dem Theorem III. folgert sich, dasz die Kegelschnitte, 



dig allgemein, das heiszt, ohne jeden yielfachen Fnnct, und auszerdem sowol 
unter sich, als von den andern gegebenen Daten der Frage Tollst&ndig nn- 
abhftngig. 
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welche durch swoi Puncte geheo und eine Gerade und eine 
Curve n-ter Ordnung berühren, eine Reihe vom Index 2ii(n-|-l) 
bilden» in der nach Theorem IV. 4n' Kegelschnitte existieren, 
die eine zweite Gerade berühren« Folg^cli gibt Theorem I. : 

Th«orero V» E9 gibt 2ii.iii(ii.iii -f-n-fti*-!) Kegel- 
9ChmUe, die durch s&wei gegebene Puncle gehen und eine 
gegebene Gerede ^ sowie %wei gegebene Curven von den 
Ordnungen n und iii berühren. 

Diese Zahl ist genau gleich 2ii.iii(ii-fl)(9ii-f-l) weniger An.ni, 

Die Theoreme III. und V. geben die Zahlen m und m' für 
die Reihe der Kegelschnitte, welche durch zwei Puncte gehen, 
und zwei gfi^ebene Curven beruhrep. Folglich gibt das Theo- 
rem L: 

Theorem VI. Ergibt 

Kegelschnitte, die durch %wei gegebene Puncte gehen und 
drei gegebene Curven von den Ordnungen n, ni, % be- 
rühren. 

Indem wir dasselbe Theorem I. auf die Reihe vom Index 4 
der Kegelschnitte anwenden, welche durch einen gegebenen 
Punct gehen und drei gegebene Gerade berühren, von der 
wir wiszen^ dasz sie je zwei Kegelschnitte enthält, die eine 
vierte Gerade berühren, so entsteht: 

Theorem VII. Es gibt 2it(2n--]) Kegelschnitte, die 
durch einen gegebenen Punct gehen und drei gegebene 
Gerade, sowie eine gegebene Öurve der n-ten Ordnung 
berühren. 

Die Theoreme IV. und Vll. ergeben die Zahlen m und m' 
In Bezug auf die Reihe Kegelschnitte, die durch einen gege- 
benen Punct gehen, und zwei gegebene Gerade und eine ge* 
gebene Curve berühren. Daher ist nach Theorem I.: 

Theorem VIII. Es gibt 2i». ii|(2ii. iii — 1) Kegelschnitte, 
die durch einen gegebenen Punet gehen, und mwei gege^ 
bene Gerade, sowie %wei ebenfMs gegebene Curven der 
n-ten und nieten Ordnung berühren. 
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Analog erhält man aus den Theoremen V. und Vill.: 
Theorem IX.. Es gibt 

Kegelschnitte, die durch einen gegebenen Punet gehen, 
und eine gegebene Gerade, sowie drei gegebene Curven 
von den Ordnungen n, »i, n^ berühren. 

Ebenso entsteht aus den Theoremen VI. und IX.: 
Theorem X. Es gibt 
n*ni.n2 «3ln.»i.%.ii3+(iii.n2«W3+«a-«s»+^'Wi«w+%-^-») 

— 3(« + ni+iia + n3)+3 

Kegelschnitte, die durch einen gegebenen Punct gehen, 
und vier gegebene Curven von den Ordnungen n, n^, n^, 
% berühren. 

Das Theorem IX. zeigt, dasz für die Reihe Kegelschnitte, 
welche durch einen Punct gehen und drei Curven berühren, 
der reducierte Wert von m' gleich 

2m — n.ni.n^(in + ini-{-in2 — 6) 

ist. Diese Reduction entsteht zum Teil durch die Tangenten 
der gegebenen Curven, die sich in dem gegebenen Puncto 
schneiden, und zum Teil durch die zu zwei und zwei genom- 
menen Geraden, welche diesen Punct mit den Durchschnitts- 
puncten dieser Curven verbinden. 

Wenn eine Gerade, die durch den gegebenen Punct so ge- 
zogen ist, dasz sie eine der drei Curven berührt, die beiden 
andern in a und b schneidet, so zählt das Segment ab fiir 
Jvi^Juje^ pier Kegelschnitte der Reihe, wrlrhrf duirir tM^H^rr-bsürhicfn 
OYi/Jv/^ P,ait<r t dlebei Geiad e n gck en. Wenn andererseits eine durch 
[jjzA^^^^^^^ den gegebenen Punct nach einem Durchschnittspunct a gezo- 
gene Gerade die dritte Curve in b schneidet, so ist das Seg- 
ment €ib <l6i*J^,t für %wei KegeLschnitte der Reihe, die ^kwtQh<^^^ 
e i t i e ii - b e li e blS ^ P - Punct^] er 6 elb e«--~GefardeTr-geh^ Die Ge- 
sammtzahl der ersten Abschnitte ist n.ni,n^{n^ni-\'n^ — i), 
die der zweiten 3n.9i|.9i2, und es ist folglich das Vierfache 
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der ersten Zahl plus dem Doppelten der zweiten die Zahl, um 
welche man 2m vermindern musz» um m' zu erbalten. 

Die Reibe der Kegelschnitte, welche vier gegebene Gerade 
berühren, ist vom Index 2, und unter ihnen gibt es immer nur 
einen, wekher eine fünfte Gerade berührt. Folglich entsteht: 

T> e o r e m XI. Eg gibt «(2« — 1) Kegelschnitte, welche 
vier gegebene Gerade und eine gegebene Curve der n-ten 
Ordnung berühren. 

Die Theoreme VIL und XI. geben: 

Theorem XII. Begibt 

n.ni(4n.fii— 2ii— 2fii + 1) 

Kegelschnitte, welche drei gegebene Gerade und %wei ge- 
gebene Curven von den Ordnungen n und H] berühren. 

Analog schiieszt man aus den Theoremen VIII. und XII.: 
Theorem XIII. Es gibt 

fi.ni.n2l4n.ni.ii2— 2(fi4-^i +Wa)+;3| 

Kegelschnilte, welche %wei gegebene Gerade und drei ge- 
gebene Curven von den Ordnungen n, ni, n,^ berühren* 

Aus den Theoremen IX. und XIII. folgt: 

Theorem XIV. Es gibt 

n.ni.n2.n3t2n.ni.n2*»3 + 2(ni.n2.n8+***0— '^(^•''i-f— •) + 3} 

Kegelschnitte, welche eine gegebene Gerhde und vier ge- 
gebene Curven von den Ordnungen n, ni, n^ n^ berühren* 

Endlich ergibt sich aus den Theoremen X. und XIV.: 
Theorem XV. Es gibt 
n*nj^*Jkt*^ 'ni^\n ,ni.n^*n^ .n^ -|- (ni.n2*n3 »n^-f-....)! 

+ (n.ni.n2 + ....)-3(n.ni + .:..) + 3(nf;/.0j '• 

Kegelschnitte, welche fünf gegebene Curven von den Ord- 
•.,»»• nti^^n n, ni, n2, ns, n4 berühren. 

Das Theomnu 'XI V." zeigt > *lasz <^*»e Differenz zwischen 2m 
und m' fÖT die Kegelschnittreihe, die vier gegebene Curven von 
den Ordnungen n, n^, %, n^ berührt, gleich ist 
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«.iit.p«.«3{4(ii.«i + ...0—6(« + •..•) + 3}. 

Diese Reduction entsteht teils durch die Tangenten « die 
zwei dieser Curven gemeinschaftlich sind, teils durch die Tan- 
genten, die man von den genieinscbaftiichen Puncten zweier 
Curven an eine der übrigen ziehen kann, teils durch die IHa" 
gOfuUen des Systems, das heiszt durch die Geraden, welche die 
Durchschuittspuncte zweier Curven mit den Durchschnittspun- 
cten zweier anderer verbinden. 

Schneidet eine Gerade, die zwei Curven berührt, die beiden 
andern bezüglich in a und b, so zählt der Abschnitt ab für vier 
unter den Kegelschnitten der Reihe, welche aus zwei Puncten 
bestehen. — Zieht man durch einen gemeinschaftlichen Durch- 
schnittspunct a zweier Curven eine Tangente an die dritte, 
welche die vierte in b schneidet, so zählt das Segment ab für 
9wei unter den Kegelschnitten der Reihe, die aus zwei Puncten 
bestehen. ~ Verbindet man endlich einen gemeinsamen Durch- 
schnittspunct a zweier Curven mit einem gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunct b der andern beiden Curven, so stellt das 
Segment ab einen Kegelschnitt der Reihe vor, der aus zwei 
Puncten besteht. Die Partialreductionen also, die durch die 
gemeinschaftiichen Tangenten^ durch die durch die Durch' 
schnittspuncte gezogenen Tangenten und durch die Diagonalen 
entstehen, sind der Reihe nach 

4n*ni.n^.ni{(n.ni+...,)'^3(n'\-....)i-G], 

3n,ni •^•%« 

Entsprechend erhält man in der Reihe Kegelschnitte, welche 
vier Curven berühren, folgende Kegelschnitte die einen Doppel- 
punct haben. 

1. Zieht man von einem gemeinsamen DurchscTinlttsptiDcte 
zweier Curven eine Tangente an die dritte und zugleich eine 
an die vierte Curve, so bilden diese zwei Tangenten einen Ke- 
gelschnitt, der für vier Curven der Reihe gilt, die einen Dop- 
pelpunet halvef). ^ ' ^ * ' 

2. Trifft eine gemeinschafUiche Tangente zweier Curven die 
dritte in einem Puncte, und zieht man von diesem eine Tangente 
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an, die vierte, so evbält man ein Geradenpaar, das fdr upei der 
Kegelschnitte der Reibe gilt, die einen Doppelpunct haben. 

3. Eine gemeinschaftliche Tangente zweier Curven und 
eine solche der beiden andern bilden zusammen einen Kegel- 
schnitt der Reihe, der einen Doppelpunct bat*). 

§. 19. 

Die Carve» welche ein Punct besclureilit, desasen 
Indicatrieen sielt naelt einem bestimmten Gesetze 

verftndern. 

112. Durch einen Punct eine Gerade zu legen, 
welche in ihm die Polare eines beliebigen ihrer 
Puncte berührt. Indem wir den allgemeinen Fall einer Fun- 
damentalcurve Cn einer beliebigen Ordnung n wieder aufneh- 
men, suchen wir durch einen gegebenen Punct p eine Gerade 
zu legen, welche in diesem Puncte die erste Polare eines be- 
liebigen Punctcs derselben Geraden berührt**). 

Die Pole aller ersten Polaren, die durch p gehen, liegen 
auf der geraden Polare dieses Punctes. Soll p auszerdem der 
Beruhrungspunct der ersten Polare mit einer durch den Pol 
gelegten Tangente sein, so musz auch die zweite Polare 
nach Nr. 70. durch p gehen, so dasz o einer der Durcbschnitts- 
puncte der geraden Polare mit der conischen Polare von p sein 
musz. Das heiszt, po musz die Tangente der conischen Polare 
von p sein. 

Die Geraden, welche die Aufgabe losen, sind daher die 
beiden Tangenten, die man von p aus an die conische Polare 
dieses Punctes legen kann, oder auch nach Nr. 90c. die InM- 
cairicen des Punctes p. 



*) Die Theoreme II. — XY. sind schon von Chasles^ aber ohne Be. 
weis, in einer seiner neuesten Mitteilungen an die Pariser Akademie (Comptes 
rendus, \^ f^vrier 1864) aufgestellt worden. Ich schmeichle mir, dasz die 
oben angegebenen Bednctionen den Unterschied aufheben werden, der zwi- 
schen diesen Sätzen und der im 56ten Bande des Crelle-Borchardtschen 
Journals von meinem gelehrten Freunde, Herrn Bischof/ in München^ 
aufgestellten Formel besteht. 

♦*) CXthsch^ o.a. 0. S. 280— 285. 
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«. Einhüllende der Verbindungsgeraden der ent- 
sprechenden Puncte der Curven von Hesse und Stei- 
ner. Ist p ein Punct der Curve von Hesse , so besteht seine 
coriische Polare aus einem Paar gerader Linien, die sich in 
dem entsprechenden Puncte o der Curve von Steiner schnei- 
den, durch welchen auch die gerade Polare von p hindurch- 
geht. Die Puncte dieser Geraden sind Pole von ebensovielen 
ersten Polaren, die durch p gehen, und nach Nr. 90a, in diesem 
Puncte eine gemeinschaftliche Tangente haben, die folglich die 
eine Indlcatrix des Punctes p darstellt. Aber beide Indicatri- 
cen von p sind nach Nr. 90 c. in der Geraden po vereinigt, folg- 
lich gilt nach Nr. 986. der Satz: 

Lehrsatz I. Die Gerade, weiche einen Punct der Curve 
von Hesse mit dem entprechenden Puncte der Curve 
von Steiner verbindet, berührt in dem ersteren Puncte 
alle ersten Polaren, welche durch ihn hindurchgehen. 

Deshalb kann die Curve der 3(«— l)(ii — 2)-ten Classe, näm- 
lich die Einhüllende der gemeinschaftlichen Tangenten in den 
Berü'hrungspuncten der ersten Polaren nach Nr. 916. auch als 
die Einhüllende der Geraden definiert werden, welche (m. s. 
Nr, 986.) die entsprechenden Puncte der Curven von Hesse 
und Steiner mit einander verbinden, 

b. Zahl der Puncte einer Geradon, für die diese 
selbst eine Indlcatrix ist. In einer gegebenen Geraden B 
existieren 2(n — 2) Puncte, von denen ein beliebiger, etwa o, 
der Pol einer ersten Polare ist, die nach Nr. 103 c. die Gerade 
R in einem Puncte p berührt; das gibt: 

Lehrsatz 11. In einer beliebigen Geraden gibt es im- 
mer 2(ii — 2) Puncte, für welche diese Gerade selbst eine 
Indicatrix bildet. 

Ist /? eine Tangente der Fundamentaicurve, so sind im Be- 
rührungspuncte zwei Puncte und die beiden entsprechenden 
Puncte p vereinigt. 

113. Ort der Puncte, deszen Indicatricen durch 
einen festen Punct gehen. Was ist der Ort eines Pun- 
ctes p, wenn eine seiner beiden Indicatricen durch einen festen 
Punct i geht? 
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In jeder Geraden^ welche den Pnnct t* 'enthaft, gibt es nach 
Nr. 1126. 2(n — 2) Lagen des Punctes /l, und i repräsentiert 
noch zwei weitere solche Punete p, die den beiden Indicatricen 
dieses Punctes selbst entsprechen. Der gesuchte Ort ist da- 
her eine Curve Zr" der Ordnung 

2(n— 2) + 2=2(;n— 1) 
die zweimal durch i geht. 

Betrachten wir eine Tangente der Grundcurve, so sind 
' im Berührungspuncte zwei Punete p vereinigt. Die Curve L^^ 

berührt daher CJ, iu den fi(fi — 1) Berührungspuncten der Tan- 
I genten, die man von i' aus an dieselbe legen kann.' 

I Nimmt der Pol o die Stelle von i ein, so sind nach Nr. 112. 

die (n — l)(ii — 2) Durchschnitt^puncte der ersten uiid zweiten 
Polare von i ebensoviele Lag^n des Punctes p; liegt umge- 
kehrt j? in der zweiten Polare von i, so geht die conische Po« 
lare vonp durch i. Der Punct i tnuBz aber in einer Tangente 
liegen» die von p an die conische Polare dieses Punctes selbst 
gezogen ist, so dasz also auch die gerade Polare von p durch 
i geht, und demzufolge p in der ersten Polare von i liegt. ^ Diese 
(n— 1)(« — 2) Punete sind aber die einsogen, welche die Curve 
i" mit der zweiten Polare von i gemein hat, worauls sich er- 
gibt, dasz die beiden Curven sich in allen diesen Puncten be- 
rühren. Wir schlieszen also aus Allem, dasz die Curve L^* die 
Fundamentalcurve und die zweite Polare von i in allen Puncten, 
die sie mit ihnen gemein hat, berührt» und dasz die 

»(«— 1) +(i»-l)(ii—2) = 2(«- 1)« 

Berührungspuncte alle iu der ersten Polare von i liegen. 

Da die erste Polare von i zweimal genommen als' eine 
Curve der 2{n — l)-ten Ordnung aufgefaszt werden kann, und 
die Fundamentalcurve und die zweite Polare von i* zusanimen- 
genommen ebenfalls eine Curve der 2(n'— l)-ten Ordnung bil- 
den, s»' kann man nach Nr. 4J. durch die 2(n — 1)^ Punete, in 
denen die erste Polare von i Cn und die zweite Polare schneidet, 
ein Curvenbüsfchel der 2(n — 1)-ten Ordnung bindurchlegen, 
deszen einzelne Ciirven die Fundamentalcurve and die zweite 
Polare von i in allen diesen Puncten berühren. Von der un- 

Cremona, Ebene Curven, » 12 

! 

I 
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kegrenateB Zahl der Cor?#B dieaee BSscbeU Ut diejeaige» weiche 
durch i geht, die LK 

114. Einhüllende der Indicatricen der Poncte ei- 
ner gegebenen Carve. Von weicher Classe ist die Einhül- 
lende der Indicatricen der Puncte einer gegebenen Gurve Cm 
der m-ten Ordnung? oder auch, wieviel Puncte dieser Gurve 
haben eine Indicatrix, die durch einen beliebigen festen Punct 
i geht? 

Der Ort eines Punctes p, dessen Indicatrix durch i geht, 
ist nach Mr. 113. eine Gurve der 2(ii-^l)-ten Ordnung, welche 
Cm in 2m(n — 1) Puncten schneidet. In i treffen sich also 
2m(n — 1) Tangenten der gesuchten Einhüllenden. 

Man bemerke noch, dasz diese Einhüllende die Fundamen- 
talcurve In den Puncten, in denen diese von Cm geschnitten 
wird, berührt, und da nun für jeden dieser Durchschnittipuncte 
die IndicatriceBjnit den betreffenden Berührenden ven Cm zu- 
sammenfallen, H^ gilt der Shtttx 

Lehrsatz III. Die Indicatricen der Functe einer Cut^e 
der m-ten Ordnung werden von einer Curve der 2min— l)- 
ten Classe umhiUU, welche die Grundeurte in den Punr 
den berühr i, wo diese von der Curve m^ter Ordnung ge^ 
schnitten wird. 

a. Besonderer Fall. Für m^\ erhält man hieraas, 
dasz die Indicatricen einer gegebenen Geraden von einer Gurve 
der 2(ii — l)-ten Glasse umhüllt werften, welche die Gerade 
selbst in 2(n— 2) Puncten berühry'^ie Gerade {ist-aise die 
Indicatrix von 2(ii — 2) ihrer Punct^y^wie wir dies schon in 
Nr. 1126. gefunden haben. 

6. Eiahfillende der Indicatricen der Pnncte der 
Gnrve von Hesse. Gemäsz d^n aligemeinen Theoreme, das 
wir soeben bewiesen haben, «Verden die Indicatricen eines Pun* 
cite jf , der eich auf der Gurve von Hesse bewegt, die von 
der Ordnung 3(n^**2) ist, von einer Gurve der 6(ü«^l}(ii— 2)** 
ten Classe umhuUt Da aber in diesem Falle för jede Lage 
von p nach Nr. 90 6. die beiden Indicatricen in eine Gerade m» 



J 
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Mtmineiifalien, 60 redacieti sieb di» Classe der Elnlilltleii^n 
auf 3(n — ])(fi — 2), ein Resultat, das wir schon an anderti Orten, 
in Nr. 91^. und Nr. lV2a., erhielten. 

Von jedem beliebigen Puncte i lasseen sich 3(ii-^]X't'^2) 
Tangenten an diese Curve legen, so dasa also jeder der 
3(ii^])(fi^2) Puncto j9 der Curve von Hesse, deren Indica** 
tricen die ebengenaonten Tangenten sind, je zwei Durchschnitts-* 
puncte der Curve von Hesse mit der oben in Nr. 113. bestimm*» 
ten Curve L^^ repräsentieren. 

Verbinden wir diese Eigenschaft mit den andern schon in 
Nr. 113. bewiesenen, ao kUnnen wir folgenden Satz aussprechen: 

Lehrsatz IV. Isi i ein gegebener Punct, so ist der 
Ort eines Punctes p, welcher derart bestimmt ist, das» 
die Gerade pi Tangente der conischen Polare von p ist, 
eine Curve der 2(n — l)'ten Ordnung , die zweimal durch 
i geht, und die Fündamentalcurve, die Curte von Hesse 
und die zweite Polare in alten Puneten berührt, die sie 
mit denselben gemein hat. 

115. Ort eines Punctes, deszen Indicatrix eine ge- 
gebene Curve berührt. Wir suchen jetzt die Ordnung des 
Ortes eines Punctes p zu bestimmen, deszen eine Indicatrix 
Tangente einer Curve Kr der r-ten Classe ist, das heiszt, wir 
untersuchen, wieviel Puncte einer Geraden B eine Indicatrix 
habe, welche Kr berührt. 

Bewegt sich der PnnCt p in der Geraden R, so werden 
tiäch Nr. 114a. seine Indifj^atricen von einer Curve der 2(n— 1)- 
tcrn Classe nAnhiillt, die itin — l) gemeinschaftliche Tangenten 
tüM der gegebenen Curve JTr hat. Der gesuchte Ort ist also 
von der Ordnung 2r(n — I). 

Betrachten wir eine gero^inscbartiiche Tangente von Kr undl 
Cm «o sind im Beruhrungspuncte mit der letztern zwei Pvnete 
p vereinigt, för welche die Tangente die Indicatrix reprftseitv 
ti^rt. Daraus folgert sieh, dasz der gesuchte Ort die Firod^ 
ra«iitaleorv6 in den r.n(li — l) Puneten berührt, in denen diese 
von den mit Kr gemeioschaftUcben Tangente» berilfart wird, 
oder> was dasselbe sagen will, in den Piiircten, in denOn die 

12* 



1^ Zweites CapiteL [§. 19. 

Fundamentaicurve von der ersten Polare von Kr geschnitten 
ivird. M. 8. Nr. 104rf. 

Die Curve Kr hat 3r(n— ])(n~2) gemeinschaftliche Tan- 
genten mit der Einhölleoden der Indicatricen der Puncte der 
Curve von Hesse, es ist daher 3r(n— l)(n— 2) die Zahl der 
gemeiQschaftlichen Puncte der Curve von Hesse und des Ortes 
der 2r(ii--])«ten Ordnung, den wir betrai^hteten. Folglich gilt 
der Satz: 

Lehrsatz V. Der Ort eines Punctes, von dem aus- 
. gehend eine der Tangenten seiner conischen Polare auch 
Tangente einer gegebenen Curve der r-ten Ciasse wird, 
ist eine Curve der 2r(« — \yten Ordnung, welche die Fun- 
damentaicurve und die Curve von Hesse in allen den 
Puncten berührt, die sie mit ihnen gemein hat* 

116. Ort eines variablen Punctes von der Be- 
schaffenheit, dasz durch Verbindung desselben mit 
zwei festen Puncten in Bezug auf seine conischePo- 
lare zwei reciproke Polaren entstehen. Wir suchen/ 
indem zwei feste Puncte i und j gegeben sind, den Ort eines 
Punctes^ ftir welchen die Geraden pi und pj in Bezug auf die 
conische Polare von p die in Nr. 108. erklärten conjugierten 
Polaren bilden. Offenbar geht dieser Ort durch i und / 

Es sei R eine beliebige durch j gelegte Gerade und p ein 
Punct in R, Die geraden Polaren von /? und t' in Bezug auf 
die conische Polare von p treffen R in den Puncten a und b. 
Sobald letztere in einen Punct zusammenfallen, ist dieser der 
Pol von pi in Bezug auf den eben erwähnten Kegelschnitt, so 
dasz also dann p ein Punct des gesuchten Ortes ist. Nehmen 
wir einen beliebigen Punct a als Durchschnittspunct von R mit 
der ersten geraden Polare an, so gibt es n — 1 entsprechende 
Lagen des Poles p, nämlich die Durchschnittspuncte von R mit 
der ersten Polare von n, und folglich auch ebensovtele Puncte 
b. Ist umgekehrt b der beliebige Durchschnitt der Geraden 
R mit der geraden Polare von i in Bezug auf eine unbestimmte 
^ conische Polare, so liegt nach Nr. 69^. der Pol p dies^G«nK 

, i£ijet»niivr{fe< tuen- auf der ersten Polare von i in Bezug auf die erste Polare 

von b, das heiszt in einer Curve der (n— 2)-ten Ordnung, 
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deren Durchschnittspancte mit R die Lagen von p angeben, 
welche dem gegebenen Puncte. b entsprechen. Es eAtspre-^ 
chen daher jedem Punete b n — 2 Pancte a*). Die Zahl der 
Pancte j9 in B, für welche a und b zusammenfallen, ist daher 
(« — 1) + (n — 2), und da auch j ein Punct der gesuchten Curve 
ist^ so hat. dieselbe die Ordnungszahl 

(« — l) + (w — 2) + l = 2(«-I). 

Wir werden dieselbe durch JJJ bezeichnen, weil sie, wenn t' mit 
J zusammenfällt, mit der schon in Nr. 113. betrachteten Curve 
Vi identisch wird. 

Es sei p der Beruhrungspunct der Fundamentaicurve mit 
einer von i . aus gezogenen Tangente, dann . ist jn' die gerade 
Polare von p, die gleichzeitig. <in p die Tangente der conischen 
Polare desselben Punctes p ist. Für jeden beliebigen Punct 
j geht daher die Gerade pj durch den Pol von J9t, und p ist 
damit ein Punct der Curve. ZrV, das heiszt, diese Curve enthält 
die n(n — 1) ßeriihrungspuncte der Fundamentaicurve mit den 
an sie von i aus gelegten Tangenten. Derselben Schluszfolge 
geraäsz, musz sie auch durch die n(n— l) Punete beschrieben 
sein, in. denen Cn von; den durch j an diese Curve gelegten 
Tangenten berührt wird. 

Untersuchen wir jetzt , in welchen Puncten die Curve L^ 
die erste Polare von i in Bezug auf die erste Polare von j 
schneidet, welche wir kurz die %weite gemischte Polare der 



*) Lä8zt man den Punct a sich auf R bewegen, so erzeugt die erste 
Polare von a nach Nr. 77. ein Curvenbüschel , deszcn Curven auf R eine 
Involution des (n — l)-ten Grades bestimmen. Jedem Punete p entspricht 
aber ein Punct 6, folglich erzeugt, wenn wir a sich verändern laszen, die 
Gruppe der entsprechenden n— 1 Puncto 6 auch eine Involution des, (w — 1)- 
ten Grades. Auch die erste Polare von 6 in Bezug auf die erste Polare 
des festen Punctes i gibt, wenn 6 auf der Geraden R sich bewegt, einem 
Curvenbüschel Entstehung, und es erzeugen demnach, wenn man 6 sich be- 
wegen läszt, die Gruppen der entsprechenden n — 2 Punete a eine Invo- 
lution des (n — 2)-ten Grades. Laszen wir also a und 6 sich gleichzeitig 
ver&ndern , so entstehen dadurch zwei projectivische Involutionen bezüglich 
.r«n - (Jif— 2)-ten und (n — l)-ten Grade. Die nach Nr. 24 6. diesen Invo- 
lutionen gemtsinschaßUchen Punete, 2n — 3 an der Zakl, sind diejenigen, in 
welchen auszer in j die Gerade R den gesuchten geometrischen Ort schneidet. 
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Pencte t wd J oMiiieii woll«n. Gebt diese s^ireile gemieclile 
Polare doreh p, se gebt nach Nr. 69i& die gerade Polare to» •* 
bezogen auf die conische Polare f on p dureb J, das beisat, tf 
und J siod id Bezug auf die cooiscbe Polare von p nach Nr« 108. 
€9fijugierte Pole^ In diesem Falle genügt offenbar» damit 
die Geraden pi und pj ffir denselben Kegelschnitt reciproke 
Polaren darstellen» dasz die gerade Polare von p durch t* oder 
J gebe, das heiszt» p inusz sich entweder auf der ersten Polare 
von i oder auf der von j befinden. Die Curve I/i geht daher 
durch die Puncte, in denen die zweite gemischte Polare der 
Puncto i und j von den ersten Polaren dieser einzelnen Runcte 
selbst geschnitten wird. 

Es sei nun p and o zwei sidi derart entsprechende Pvncte 
der Curven von Hesse und Steiner ^ dasz die Gerade po 
darch i hindurchgeht. Um dann auszudrücken» dasz in Bezug 
auf die ooniscbe Polare von p die Geraden pi und pj reciproke 
Polaren sind, genügt es anzunehmen, das die geraden Polarea 
▼on p und J in Bezug auf den eben erwähnten Kegelsohnttt 
sich in einem Puncto vonjtit' schneiden. Nach Nr. 90«. ist aber 
im vorliegenden Falle die conisohe Polare von p nichts An«- 
deres als ein Paar Gerade» die sich in o schneiden» so dasz 
also durch diesen Punct auch die Polaren von p und J in 
Bezug auf den eben ' erwähnten Kegelschnitt hindurchgehen. 
Da nun nach der Voraussetzung pi den Punct o enthält» so 
musz.|7 der Curve Ui angeboren» und diese Curve geht also 
durch die 3(ii— 1)(« — 2) Puncto der Curve von Hesse , deren 
Indicatricen sich in i schneiden. Dem entsprechend musz die 
Curve JJi auch durch die 3(n— -l)(ii— 2) Puncto der Curve 
von Hßsse geben» deren Indicatricen von j ausgehen. Daher 
der Satz: 

Lehrsatz'VI. Gegeben zwei feste Puncte i und J. Der 
Ort eines Punctes p, für welchen die Geraden pi und pj 
in Be%ug auf die conische Polare tonp conjugiert sind, 
ist eine Curve der 2(n— 1)-/^ii Ordnung, welche 

I) die Puncte i und j; 

'i) die Puncte, in denen die Fundamentalcunfe von den 
Tangenten, die durch i und j gelegt werden können, be- 
rührt wird; 
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' 3) die Funeie in denen die ereien Füiaren von i und j 
von Geraden berührt werden, die teKOgUch dnrek J oder i 
gehen; endüch 

4) die Puncie der Curve von Hesse enthält, deren In- 
dieatricen sich entweder in i oder J schneiden, 

a. Anderer Ausdruck des Vorigen. Mit andern Wor* 
ten, die Curve Ifi schneidet die Fundamentaicurve und die 
Curve von Hesse in den Puncten» in welchen diese von den 
Curven L^^ und L» berührt werden« welche auf die Nr. 113. 
ausAnandergesotzte Weise einzeln von den Pqncten i und j 
abhangen. 

ö. Büschel von Curven L». Hält man den Puncto fest» 
während j sich auf einer Geraden B bewegt« so erzeugt die 
Curve Z^' ein Curveobüschel« Sie geht nämlich« welchen Punct 
aueh / bedeuten mag« durch folgende 4(i}-r-I)< feste Puncte, 
nämlich : 

1) durch I*; 

2) durch die nin-^l) Puncte, In 4enen Cn von den Tangen- 
ten* die durch i gehen, berührt wird; 

3) durch die 3(ii — l)(n •*- 2) Puncte der Curve von He^ee, 
deren Indicatricen sich in i schneiden; endlich 

4) durch die 2n^3 Puncte, in welchen L^ auszer in J, wel- 
cher Punct veränderlich ist, die Gerade R schneidet. 

Diese let«teireii Pnncte verändern sich nämlich niebt, da 
ale naich der letzten Note auf Seite 181 die gemeinsehaftUehen 
Puncte zweier projectivischer Involutionen darstellen« die vom 
Pnnete j vollständig unabhängig sind. 

Diese Eigensckaft kann man au^b nanbweisen, indem man 
die Zahl der Curve» JM au bestimmen sucht« welche dureh 
einen gegebenen Punct q gehen« wenn i ein fester Punot ist 
qnd y.sicb auf einer festen Geraden R bewegen mnsa. Da die 
Cr^aden qi and qi in Bezug auf die eoniscbe Polare von q 
4»njii|^eft sein müssen, so ist der Piinct J de^ Durchschnitt 
von A mit der Geraden , welche q mit dem Pol von ^ io Be-» 
zug auf den erwähnten Kegelsehnitt verbindet. Dnrcii q ge^t 
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also nur. eine Curve L^ von der verlangten • Beschaffenheit 
Die Gesammtfaeit aller dieser Garven bildet dafcier ein Büschel. 

Auf dieselbe Art beweist man, dasz die Curven £'>\ welche, 
indem i als fest angenommen ist, 'durch denselben Punct q 
gehen, ein Büscher bilden, das heiszt, durch zwei gegebene 
Puncte q und q* geht für den festen Punct i' nur eine Curve 
Vi hindurch, u. s. w. 

117. Verallgemeinerung der vorigen Aufgabe. Die 
Untersuchungen der vorigen Nr. 116. kann man verallgemei|^ern, 
wenn irian erstens an Stelle von J eine Einhüllende annimmt, 
oder zweitens auch noch an Stelle von i eine zweite Einhül- 
lende, oder endlich drittens eine einzige Curve an Stelle des 
Svstems der beiden Puncte. 

» 

Es sei zuerst eine Curve Kr der r-ten Classe und ein Punct 
i gegeben. Wir suchen dann den Ort eines Punctes p zu be- 
stimmen, für den die Gerade pi in Bezug auf die conische Po- 
lare von p irgend einer der Tangenten conjugiert ist, die man 
von p an die Curve Kr legen kann, oder mit andern Worten, nach 
Nr. 110. den Ort des Punctes p, för den die Gerade pi durch 
irgend einen der Puncte geht, in denen die gerade Polare von 
p die reciproke Polare von Kr bezogen auf die conische Polare 
von p schneidet. 

Die gesuchte . Curve geht r-mal durch i, weil, wenn der 
Punct p mit f zusammenfällt, r Gerade pi. der obigen Bedin- 
gung entsprechen, nämlich diejenigen, welche von i nach den r 
Puncten gezogen sind, in denen die gerade Polare von p die re- 
ciproke Pdare von Kr bezogen auf die conische Polare von t* trifft. 

Ist p ein Punct von Cn, so ist die gerade Polare^ von p die 
Tangente der Fundamentaicurve im nämlichen Puncte. Berührt 
diese Gerade nun auch Kr, so ist p ein Punct der in Bezug 
auf die conische Polare von p reciproken Polare von Kr und 
da, was auch i sei, die Gerade pi durch p geht, ^as heiszt, 
durch den Durchschnittspunct der reciproken Polare yon* Kr 
mit der geraden Polare von p, so liegt dieser Punct auf dem 
gesuchten Orte. Der Ort enthält daher die sämmtlichen r.ffi(nr-l) 
Berührungsrpuncte der Grundcurve mit den ihr und der ^Curve 
Kr geBieinschaftlicben Tangenten. 
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Gebort pAwiederum der CurveCW-an, isl aber pi die Tan- 
gente; dieser Cerve in p, «o ist pi'.gleicbzeitig lauqb die gerade 
Polare yomp.r Diese trifft die reciproke Polare .von- Kr in r 
Ptnctew, jani. p.ist daber eJn r-Tacber Punct der gesucbten 
Curve. Diese besitzt. al^o im Ganzen »(n-r-l) r-facbe Puncte, 
näniiicb diejenigen in denen Cn von Geraden^ die dureb # geben> 
berubrt wird. . 

Es sei ferner p ein Punct der Curve von Hesse^ und o 
der entsprechende Punct der Curve von Steiner, Ist J9I^ Tan- 
gente der Curve Kry so ist sie in Bezug auf die eoniscbe Po- 
lare von p der Geraden pi conjugiert; es geben nämlicb sowol 
diese Tangente^ als die Polaren der Puncte p und i in Bezug 
auf den erwähnten Kegelschnitt durch o. Hieraus folgert sich^ 
. dasz p ein Punct der betrachteten Curve ist^ das heiszt, dieser 
Ort geht durch die 3r(n— !)(»— 2) Puncte der Curve von Hesse ^ 
deren Indicatricen Kr berühren. . 

Die Puncte p und o seien wieder correspondierende Puncte 
der Curven von Hesse und Steiner, aber po mag durch i 
gehend gedacht werden. Da nun die eoniscbe Polare von p 
in diesem Falle ans zwei Geraden besteht, die sich in o schnei- 
den, so musz nach Mr. 110a. die reciproke Polare von Kr in 
Bezug auf diesen Kegelschnitt aus einem Büschel von r Gera- 
den bestehen, die sich ebenfalls in o schneiden. Der Punct 
repräsentiert daher je r Durcbschnittspuncte der Geraden pi 
und der geraden Polare von p mit der reciproken Polare von 
iT/, und p Ist ati$o der Ort von r aufeinanderfolgenden gemein- 
sebäftlicben Puncten der>Curve von fTe^^iß und der gesuchten 
Curve. Der geometrische Ort, um den es sich bandelt, hat 
also eine r-punctige Berührung mit der Curve von Hesse in 
allen, den 3(i» — 1)(« :— 2) Puncten, für welche die Indicatricen 
durch i gehen. 

Wir wollen, nun zuletzt noch die iOrdnung der fraglichen 
Curve bestimmej^. R sei. eine b^eliebige durch i gelegte Gerade, 
und p ein Punct in R, Die gerade Polare von ^ ;treffe R in a, 
und die reciproke Polare von Kr in Bezug auf die conische Po- 
lare von p schneide jß in r Puncten b. Nimmt man a beliebig 
an, so entsprechen denii n — 1 Lagen von ^, nämlich die Durcb- 
schnittspuncte von R mit der ersten Poliare von a, und folglich 
r{n -^ 1) Lagei» ven . b. Nehmen wir umgekehrt if beliebig als 
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porchsdmlttspanGt ven R mit der recipMkeo Polare iroo Er in 
Besag auf die conische Polare eines heliebigen Poles an, so 
Hegt nach Nr. Vi4k, diese? Pol aaf der ersten Polare' voii Kr ia 
Bezog auf die erste Polare yon b. Da ^iese Cnrvt nacii Nr. 104 if. 
von der r(n — 2)«'ten Ordnung ist, so schneidet sie E in eben« 
sovielen Poncten p, und einem jeden yon diesen entspricht ein 
Punet a. Jedem Puncte a entsprechen also r(ii-**-l) *Puncte 
b, und jeder Punct ö individualisiert r(n — 2) Puncte a; daher 
wird [r(n — 1) + r(n — 2)]-maI ein Punct a mit einem entspre* 
ebendann Puncte b zusammenfallen. Jedesmal aber, wenn die- 
ses Zusammenfallen Statt hat, istp ein Punct der Curve. Diese 
hat daher r(2n — 3) Puncte mit B gemein, auszer dem Puncte 
i, der ein r-facher Punct derselben ist. Der Ort hat daher 
die Ordnungszahl 2r(ii — I). Alles zusammengenommen gibt 
den Satz: 

Lehrsatz VII. Der Ort eines Punetes, dessen YerMn^ 
dungsgerade mit einem festen Puncte i in Bezug auf seine 
C9nische Polare einer der Tangenten konjugiert ist, die 
man von ihm an eine gegebene Curve r-ter Ctasse legen 
kann, ist eine Curve der ^rin-^^yten Ordnung, u^elcke 

1) r'-mal durch den festen Punct i; 

i) ebenfalls r-mal durch die «(n— 1) Puncte geht, in de- 
nen die Pundamentalcurve von Geraden» welche durch i 
gehen, berührt wird; 

3) die sämmiiiehen r«ii(n ~* 1) Puncte f in denen die 
ßrundcurve von Tangenten der Curve r*ter Classe berührt 
wird; 

4) ebenfalls die sämmtlichen 3r(« — l)(n— 2) Puncte der 
Curve von Hesse enthält, deren Indicatricen die Curve 
r-ter Classe berühren; endlich 

5) in den 3(n — 1)(«— 2) Punctender Curve von Hesse, 
deren Indicatricen durch i gehen, mit dieser eine r-pun- 
ctige Berührung eingeht. 

a. Weitere Verallgemeinerung, Dem Vorigen ana- 
log beweist man den folgenden Satz: 

Lehrsatz VIIL Der Ort eines Pumetee, für welchen 
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vnifei von ihm an die Citrven Kw und K9 benAffOek der r« 
ten und e^ten CXaeee gefs»§ene Tangenten in Bemtg auf 
die eanieeke Polare des Punctee seibat conjufftert sind, ist 
eine Charte der ^lr,s{n^\yten Ordnung , tseieke 

1) s^mal durch Jeden der r.«(n — 1) Puncte, in denen 
die Fundamentalcurve d von Tangenten der Curve Kr be- 
rührt wird; 

2) r-mal durch jeden der s . n{n — 1) Puncte geht, in de- 
nen Cn von Tangenten der Carve JT« berührt wird; 

3) mit der Curve von Hesse in Jedem der 3r(«— 1)(«— 2) 
• Puncte, deren tndicatricen Kr berühren eine s-punctige; 

und endlich 

4) ebenfalls mit der Curve von Hesse in den 3^(n — 1) 
X(ii— 2) Puncten, deren Indicatricen K» berühren, eine 
r-punetige Berührung eingeht, 

b. Eine andere VeraligemeineruDg, l«t dagegen 
eine einzige Einhüllende Kr der r-ten Claase gegeben, so gilt 
der Satz: 

Lehrsatz IX. Der Ort eines Punetes p, für den %wei 
von ihm an eine Curve Kr gezogene Tangenten in Be- 
zug auf die conische Polare von p conjugiert sind, ist eine 
Curve der r(r — l).n(ii— l)-/^n Ordnung, welche 

1) (r— l)-»ia/ durch jeden der r.n{ii— 1) Puncte geht, 
in denen die Fundamenttdeurve von Tangenten der Curve 
Kr berührt wird, und 

2) mit der Curve von Hesse eine (r—t)-punctige Be- 
rührung in allen den 3r(n-- l)(ii— 2) Puncten dieser Curve 
eingeht, deren Indicatricen Kr berühren. 



§. 20. 

Blniye BlyenieliafieB der Curvem v^m Hesse und 

flfitetner* 

11& Die Curve von Steiner ist die Einkallende 
der geraden Polaren der Cnrve. von Hesse» Esseijr 
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ein Puiict der Hesse'sehen Cnrve und o der correspondierende 
Ponct der Curve von Steiner. Die letzte Polare von p ist 
dann eine gerade Linie , die durch o geht, und deren Puncte 
Pole von ebensovielen ersten Polaren sind, welche von po in 
p berührt werden. Unter ihnen gibt es aber eine, die in p 
einen Doppelpunct hat, und zwar diejenige, deren Pol o ist. 
M. s. Nr.88tf., 90a, 112a. 

a. Fortsetzung. Es seien o und o' zwei Puncte der 
Curve von Steiner , dann sind die Pole der Geraden 00* die 
{n — 1)^ Durchschnittspuncte der ersten Polaren dieser beiden 
Puncte, welche die entsprechenden Puncte p und p' der Curve 
von Hesse zu ihren respectiven Doppelpuncten haben. Nehmen 
wir den Punct 0* dem Puncte. unendlich nahe an, das heiszt, 
die Gerade 00* als Tangente der Curve von Steiner, so hat 
diese Tangente einen Pol in p. Daraus folgt: 

Lehrsatz I. Die Tangenten der Curve von Steiner 
sind die geraden Polaren der Puncte der Curve von 
Hesse; 

oder auch nach Nr. 90^. : 

Lehrsatz II. Die Curve von Steiner ist die Einhal- 
tende einer Geraden, die zwei zusammenfallende Pole 
besitzt. 

ö* Classe der Curve von Steiner. Dies Theorem 
fuhrt auf die Bestimmung der Classe der Curve von Steiner. 
Die Tangenten dieser Curve', welche durch einen beliebigen 
Punct i gehen, haben ihre Pole auf der ersten Polare von i. 
Diese schneidet die. Curve von Hesse in 3(n--l)(ii — 2) Pun- 
cten. Es gilt also 

Lehrsatz 111. Die Curve von Steiner ist von der 

Z{n—\){n—1)-ten Classe. 

0/ Eigenschaften der^ Wendetangenten der JB'un- 

damentalcurve. Da die Wendepuncte der Fundamentaicurve 

Cn nach Nr. 100. Puncte der Curve von Hesse sind, so muszen 

die geraden Polaren derselben, das heiszt,-die Wendetangen- 

'teh von* (7fi' auch -Tangenten dbr Curve von Steiner sein. 
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Die Pancte der Curvfe von Steiner, welche den W^nde- 
puncten Cn entsprechen , diese letztere als Puncte der Cvrve 
von Hesse betrachtet, liegen auf den Wendetangenten der 
Fundamentaicurve. Diese Tangenten berühren also auch die 
Cnrve der 3(n — l)(»-~2)-ten Classe, die nach Mr. 114^. die Ein- 
hflllende der Indicatricen der Puncte der Curve von Hesse ist. 

d. Zahl der weiteren Singularitäten der Curve 
von Steiner. Dero ^llgepieinen Theoreme in Nr. 101. gemäsz 
ist die (n — l)-te Polare der Curve von Hesse, das heiszt^ 
die Einhüllende der geraden Polaren der Puncte der Curve von 
Hesse eine Curve K der 3(« — !)(» — 2)-ten Classe und der 
3(ii — 2)(5n — ll)-ten Ordnung, von welcher die Curve von Stfii" 
ner einen Teil ausmacht. 

Ist i der Durchschnittspunct zweier Tangenten der Curve 
von Steiner, so hat jede von ihnen einen Pol in der Curve 
von Hesse und durch diese beiden Pole geht die erste Polare 
von t. Fallen die beiden Tangenten in eine zusammen , so 
fallen auch die beiden Pole in einen Punct zusammen, in wel- 
chem daher die Curve von Hesse von der ersten Polare be- 
rührt wird. Dieser letzte Punct ist daher ein Punct der (n — 1)- tj , 
ten Polare der Curve von Hesse, p ^ihi^ ^ " üj E E als Ort ^^r/^^^ 
Pole aufgefaszt, deren erste Polaren oi^^Pc^S^ selbst be- 
rühren. Aber die Puncte i', die man derart definieren kann, 
dasz in ihnen zwei aufeinanderfolgende Tangenten der Curvi^ 
voa Steiner zusammenfallen, sind anszer den Puneten dieser 
Curve selbst diejenigen, welche auf den Wendetangenten die- 
ser Curve liegen. Die Curve K, das heiszt, die (« — l)»te Po- 
lare der CurVe von Hesse, besteht daher aus der Curve von 
Steiner und den Wendetangenten derselben zusammengenom- 
men. Daraus folgt: 

Lehrsatz IV. Die Curve von Steiner hol, 

3(n— 2)(5n - 11) -3(n— 2)2 = 3(» - 2)(4ii— 9) 
Wendetangenten. 

Von der Curve von Seiner kennen wir also die Ordnung 
gleich 3(fi--2)^ die Classe gteieb 3(ii— l)(n-'i) und die Zahl 
der Wendepuncte gleich 3(n— 2)(4n — 9). Unter Anwendung 
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der ia den Nr« 90. und 100» bewieseimi Formelo von Piüeker 
findet sich nun: 

Lehrsatz V. JHe Curve von Steiner hat 

12(11 - 2)(n--* 3) apit%en; 

i(»— 2)(«— 3)(3ii« — 9«— S) Doppelpuncte ; 
4(n— 2)(»— 3)(3n*— 3n— 8) Doppeltangeruen. 

Fügt man der Zahl der Spitzen zweimal die Zahl der 
Wendepnncte, der Zahl der Doppeitangenten die Zahl der Wen* 
detangenten nnd der Zahl der Doppelpuncte die Zahl der Puiicte 
bei, in denen die Wendetangenten die Curre ron Steiner nnd 
sich selbst schneiden» so erhält man bezüglich die Zahl der 
Spitzen, der Doppeitangenten und der Doppelpuncte der Gt* 
sammtcurve K der 3(n~2)(5n — Il)-ten Ordnung, der (n— I)- 
ten Polare der Curve von Hesse^ in Uebereinstimmung mit 
den allgemeinen Resultaten der Nr. 103. 

119. Die ersten Polaren der Pnuete einer Doppel- 
tangente dar Curve voq Sieioer beriibren sich in 
zwei Puncten. £s sei oo' ^ne Tangente der Curve von 
Steiner, O der Berührungsponct^ p der entsprechende Punct 
der Curve yon^He&e. Die ersten Polaren der Puncte von 
00' bilden ein Curvenbüschel, deszen Curven sich sämmtlich in 
p berühren. Die gemeinschaftliche Tangente aller ist po, Un* 
ter den Curven dieses Büschels gibt es eine, die e^ste Polare 
▼on o, für welche p ein Doppelpunct ist« und es existieren 
ausserdem noch 3(n — 2)' — 2 Curven » nämlich die ersten Po- 
laren der Puncte^ in d&ißvo' die Curve von Steiner schneidet, 
die anderswo einen Doppelpunct besitzen» 

a. Fortsetzung. Ist nun oo* eine Doppeltangente der 
Curve Von S4einer, o und & die beiden Berührnngspuncte, 
p und p* die entsprechenden Puncte der Curve von Hesse, 
so werden die ersten Polaren aller Puncte von oo' sich unter- 
einander in den Puncten p und p' berühren. Unter Bezugnahme 
auf Nr. 118d^. folgt hieraus: 

Lehrsatz VI. In einem geometrischen Net%e p^^n Cur- 
ven (it— -l)-/er Oränung giöl es 
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Büschel, deren Curven sich in je zwei verschiedenen Fun- 
den berühren^ 

b. Die ersten Polaren der Puacte einer Wetide- 
tangente der Corve von Steiner oucnlieren sich «ämnit« 
lieh in einem Punete. Vereinigen sieh in der Doppeltan« 
gente M* die BerCihmngspuncte in einem einxigen o, «o dasz 
dieselbe eine Wendetangente der Corte von Steiner wird, so 
fallen auch die Poncte p nnd p* in einen einzigen znBammen, 
und die ersten Polaren der Puncto von oo* werden in p unter 
sich eine dreipnnctfge BerGhrung eingehen; p ist dabei ein 
Poppelpanct ^tf ersten Polare des Wendepunctes o. 

Auszerdem berühren diese ersten Polaren in p die Curve 
von Hesse, weil nach Nr. l}8d. die Wendetangenten der Curve 
von Steiner einen Teil des Ortes der Pole bilden, deren ^rsie 
Polaren die Curve von Hesse berühren. Daraus folgt der Satz: 

Lehrsatz Vif. Ist o ein Wendepimet der Curve von 
Steiner und p der Doppelpunet der -ersten Polmte von 
o, so ist po die Tangente der Curve von Hesse in p. 

Gleichzeitig ist auch bewiesen! 

Lehrsatz VIII. In einem geometrischen Net% vün Gur- 
ten (n-^\yter Ordnung gibt es 3(»— 2)(4ä— 9) Ourven- 
büschei, in deren jeden die Curven eine dreipunetige Be- 
rührung mit einander eingehen, das heis%t, sich unter 
einander osculieren. 

120* Die Polaren der Doppelpuncte der Curven 
von Stelner haben zwei Doppelpunete. Wir betraehten 
welter eine erste Polare, die zwei Doppelpuncte p ttnd p' be- 
sitzt, und foezeicbneti den Pol dersetben durch o* Durch o le- 
ge» wir eine Ibeliebige Gerade J?, für weiche die ersten Pplaren 
Ihrer Puncte ^n Büsdiel bilden, den. nach Nr. 88. 3(ii~2>» 
Doppelpuncte besitzt, das keiszt, die 3(«— 2)> Durchschnitt»- 
pmeCe von E mit der Curve von Steiner sind die Pole von 
ebensovieleo ersten Polaren, die einen Doppelpunct besitzen. 
Da aber die erste Polare von a schon zwei Doppelpuncte hat. 
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SO entbSlt das Biiiicb.el nur 3(n — 2)^ — 2. andere Carven mit 
eiDem Doppelpuncte. Daraus folgt, dasz R die Curve von St ei' 
ner nur noch in 3(n — 2)^ — 2 Puneten auszer in ö trifft, dasz 

also. ein Doppelpunct der Curve von Steiner ist. 

• 

.Nimmt R die Lage von .P, der geraden PoJare vqn p, an, 
80 g*Jieiiidie ers-ten Polaren ■ aller ihrer Pancle sämmtlieb durch 
p. Dieeier PuDct zählt also nach Nr. 88a. (är Uffeid^r 3(91-^2)^ 
Oqppelpuncte des Büschels. Da also die Puncte p utid. p' so- 
viel als ^^' Doppelpuncte sind, so enthält das Böschel nur 
noch 3(ii-r-2)^.— rS'.Curven mit einem Doppelpuncte, ivas nichts 
Anderem sagt, als dasz die Gerade P auszer o nur noch 
3(ii-r-2)' — 3 Puncte. mit der Curve von .Steiner gemein hat 
Dieser Punct gilt also für drei Durchschnittspuncte der Curve 
mit P. Dasselbe läszt sich natürlich für F, die gerade Polare 
von p\ nachweisen. 

Wir haben also den Satz: 

Lehrsatz IX. Hat eine erste Polare %wei Doppelpuncte 
p und p*, so ist der Pol o ein Dopipelpunct der^ Curve 
pon Steiner j und die Tangenten dieses Doppelpunctes 
,sind die geraden Polaren von p und p*. 

Nehmen wir noch auf die in Nr. I084f. bestimmte Zahl der 
Doppelpuncte der Curve von Steiner Rücksicht, so folgert sich: 

Lebrsat2 X. In einem geometrischen Net%e der (n—iy 
ten Ordnung gibt es 

|(n— 2Kn-3)(3n«-9n— 5) 

Curven deren Jede zwei Doppelpuncte öesitf&t*). 

12L Die'erste Polare einer Spitze der Curve von 
Steiaer hat ebenfalls eine Spitze. Denken wir un» jetzt 
eine erste Polare mit einer Spitze p. Es sei o d^r Pol der- 
selben. Eine beliebige durch o gelegte Gerade R bestimmt 
ein erstes Poliärenbüscbel, von deszen Curven eine in p eine 
Spitze hat. Die Zahi der Curven des Büschels mit einem Dop- 
pelpuncte ist also nach- Nr. 886. noch 3(n— 2p^2, und A seboei« 



*) Steiner, a.'a. O. S. 4>^5i -' • • 
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det daher die Curve von Steiner in zwei mit o zusammen- 
fallenden Poncten. 

Betrachtet man aber die gerade Polare P von p, so gehen 
die ersten Polaren aller Puncte dieser Geraden durch p^ und 
unter ihnen gibt es nach Nr. 88c. nur 3(ii — 2)* — 3, welche ei- 
nen Doppelpunct besitzen. Der Punct o stellt also drei Durch- 
schnittspuncte der Geraden P mit der Curve von Steiner vor, 
ond es ist augenblicklich klar, dasz diese Eigenschaft aus* 
scbliesziich der Geraden P zukommt. 

Daraus folgt der Satz: 

Lehrsatz XI. Hat eine erste Polare in p eine Spit%e, 
so ist der Pol o derselben eine Spi^e der Curve von 
Steiner, welche in diesem Puncte die gerade Polare von 
p %ur Rücfckehrtangente hat*). 

Mit Bezug auf die in Nr. 118^. bestimmte Zahl der Spitzen 
der Curve von Steiner folgt weiter: 

Lehrsatz XIL In einem geometrischen Netze (n—l)- 
t^r Ordnung giöt es 12(ii— 2)(n— 3) Curven, deren jede 
eine Spitze hat. 

122. Die letzte Polare einer Curve berührt die 
Curre von Steiner in den entsprechenden Puncten 
der Durchschnittspuncte der gegebenen Curve mit 
der Curve von Hesse. Eine Curve Cm der m-ten Ordnung 
trifft die Curve von Hesse in 3m(ii — 2) Puncten; die geraden 
Polaren dieser Puncte sind nach Nr. 103 c. und Nr. 108 a. sowol 
Tangenten der (n — l)-ten Polare von Cm, als der Curve von 
Steiner. Es sei nun p einer der obigen Puncte und o der 
Puncto in welchem die gerade Polare von p die Curve von 



♦) Steiner j*ewie«.| dasz die Curve Ton Steiner, die er selbst Kern- 
curve nennt, 12(n — 2X« — 3) Spitzen habe (Grellen Journal T. 47. ß. 4). 
Clebsch, der dieselbe Zahl für die ersten Polaren erhielt, die eine Spitze 
haben, yermnthete deshalb, däsz die Pole dieser letzteren die Spitzen der 
Curve von Steiner bilden würden, und bewies diese Eigenschaft im Falle 
n = 4. (^Ueber Curven vierter Ordnung, Grelle- Bor chardts Journal, T. 69. 
Berlin, Reimer, 1861, S. 131). 

Cremona, Ebene Curven. 13 
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S (einer berührt, so hat 4^e «r^te Polare von o in p einen 
Doppelpunct, das heiszt, sie hat in ihm zwei zusammenfallende 
Puncte mit Cm gemein. Da nun die (n — l)-te Polare von Cm 
nach Nr. 103. der Ort der Pole der ersten Polaren ist^ welche 
Cm berühren 9 so wird a ein Punct dieser (n — l)-ten Polare 
sein. Folglich gilt der Satz: 

liehrsatz XIIl. Die (n—lyie Polare einer gegebenen 
Curve m-ter Ordnung berührt die Curve von Steiner in 
3i7i(ii— 2) Puncten, die Pole von ebenso vielen ersten Polar 
ren sind, deren Doppelpuncte aus den Durchschnittspuneten 
der gegebenen Curve mit der Curve von Hesse bestehend. 

Für m=l entsteht hieraus: 

Lehrsatz XIV. Mne beliebige Gerade B schneidet die 
Curve von Hesse in 3(n— 2) Puncten^ die für ebensoviele 
erste Polaren Doppelpuncte bilden. Die Pole dieser ersten 
Polaren sind die Berührungspuncte der Curve von Stei- 
ner und der (n — lyten Polare von JL 

Es Oillt nun sogleich In die Augen, dasz: 

Wenn R eine gewohnliche Tangente der Curve vQn H0sse 
ist, die (n — l)-'te Polare von R mit der Curve von Steiner 
eine vierpunctige und 3n — 8 zweipunctige Beruhrungen hat; 
dasz ferner: 

Wenn R eine Wendetangente der Curve von Hesse ist, 
die (n— l)-te Polare von R mit der Curve von Steiner eine 
sechspunctige und 3(ii-^3) zweipunctige Berührungen eingeht; 
dasz endlich: 

Wenn R eine Doppeltangente der Curve von Hesse ifit» 
die (n — l)-te Polare von R zwei vierpunctige und 3|| — 10 zwei- 
punctige Berührungen mit der Curve von Steiner besitzt. 



§. 21. 
Bllfpenfleliaffeii iler »wetten Fularen« 

123. Gemeine und gemischte «weite Polaren ei* 
ues Punctes. Die erste Polare eines Punctes o in Bezug 
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auf die erste Polare eines andern Puoctes 0^ oder was nacb 
Nr. 69c. dasselbe sagt, die erste Polare von O* in Bezug auf 
die erste Polare von o haben wir in Nr. 116. der Kurze wegen 
die gemischte zweite Polare (seconda polare mislä) der Puncte 
O und 0* genannt. Nehmen wir auf diese ßenennung Rücksicht, 
so können wir die zweite Polare von o, das heiszt, nach Nr. 696. 
die erste Polare von o in Bezug auf die erste Polare von o 
auch al9 die gemeine f&tceite Polare {secondß polare pura) des 
PuQctes O bezeichnen* 

Geht nun die gemischte zweite Polare der Puncte und 
o* durch den Punct a, so geht nach Nr. 69d^. die gerade Polare 
von in Bezug auf die conische Polare von a durch o\ Vn» 
ter Beachtung von Nr. 108. folgt nun hieraus : 

Lehrsatz L Die gemischte zweite Polare s^eier Puncte 
o und o* ist der Ort der Puncte, für deren conische Po- 
lare die Puncte o und o* conjugierte Pole vorstellen. 

Daraus folgt, dasz, wenn wir in einer gegebenen Geraden 
R zwei Puncte O und o* annehmen, die in Bezug auf die co- 
nische Polare eines Punctes a conjugiert sind, die gemischte 
zweite Polare von und o' durch a geht. Die Punctepaare 
auf R, die in Bezug auf den ebenerwähnten Kegelschnitt con- 
jugiert sind, bilden eine quadratische Involution, deren DoppeN 
puncte e* f nach Nr. 108. durch die Durchschnittspuncte des 
Kegelschnitts mit der Geraden gebildet werden. Die Puncte 
ß und /sind nun auszerdem Pole zweier gemeiner zweiter Po- 
Jaren^ die durch a gehen. 

Hieraus folgt ferner, dasz es nutig, aber auch hinreichemd 
Ist, damit eine gemischte zweite Polare, deren Pole o und o' 
auf R liegen, durch a geht, wenn o und o' den Abschnitt ef 
harmonisch teilt, das heiszt: Sind und o\ e^ f vier harmo- 
nische Puncte, so gebt die gemischte zweite Polare von o und 
O' durch die Pole aller, conischen Polaren, die die Puncte e 
und f enthalten. Nun liegt, sobald eine conische Polare durch 
awei Punete «und /"geht, der Pol derselben i^ach Nr. 69a. auf 
der gemeinen zweiten Polare von e und also ebenso auch auf der 
von /"• Die (»-^9)^ Durchschnittspuncte dieser beiden sweiten 
Polaren sind die Pole von ebensovielen coniscben Polaren, die 
durch e und f gehen, sind also auch Puncte, die allen ge- 

13* 
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miscbteo zweiten Polaren gemein sind, die durch a gehen, und 
deren Pole auf R liegen. Daher 

Lehrsatz II. Die gemischten %weiien Polaren, die durch 
einen gegebenen Punct gehen und ihre Pole auf einer ge- 
gebenen Geraden haben, bilden ein Curvenbüachel der 
(« — 2)-/^« Ordnung. 

Soll eine gemischte zweite Polare, deren Pole auf R liegen, 
durch zwei Puncte a und b gehen, so ist sie vollständig und 
auf eine einzige Art bestimmt. Die Puncte von R nämlich, die 
zu zwei und zwei in Bezug auf die conische Polare von a ein- 
ander conjugiert sind, bilden eine Involution. Eine zweite In^ 
volution entsteht auf dieselbe Weise durch den Punct b* Die 
gemeinschaftlichen conjugierten Puncte beider Involutionen (M. 
8. Nr. 256.) sind die Pole der gesuchten gemischten zweiten 
Polare. 

Wir schlieszen weiter: 

Lehrsatz III. Die gemeinen und gemischten »weiten 
Polaren, deren Pole auf einer gegebenen Geraden liegen, 
bilden ein geometrisches Netz der (n — ^yten Ordnung. 

Auszerdem bilden die gemeinen zweiten Polaren der Puncte 
der gegebenen Geraden eine Reihe vom Index 2, das heiszt, 
durch einen beliebigen Punct a gehen zwei gemeine zweite« 
Polaren^ deren Pole auf der gegebenen Graden — und auf der 
conischen Polare von a — liegen. Auch ist der Ort der Dop* 
pelpuncte der gemeinen und gemischten zweiten Polaren der 
Puncte der gegebenen Geraden, das heiszt die Curve von Hesse 
des oben erwähnten Netzes nach Nr. 92. eine Curve der 3(n— 3)- 
ten Ordnung. 

124. Ort der Berührungspuncte der zweiten Polare 
einer Geraden mit den gemeinen zweiten Polaren 
Ihrer Puncte. Wir haben soeben bemerkt, dasz durch zwei 
Puncte e und / der gegebenen Geraden R (n — 2)* conische 
Polaren gehen, deren Pole die Durchschnittspuncte der geroei- 
nen zweiten Polaren der Puncte von e und / sind. Nähern 
sich diese beiden Puncte ins Unendliche bis zum Zusammen- 
fallen in einen einzigen /, so haben wir (n— 2)* conische Po- 
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laren, die in f die Gerade R berühren, und ihre Pole werden 
die Durchsehnittspuncte der gemeinen zweiten Polare von / mit 
der gemeinen zweiten Polare des diesem Puncto unendKch nahen 
Punctes von R sein, das heiszt, es werden ebensoviele Be* 
röhrungspunete der gemeinen zweiten Polare von f mit der 
zweiten Polare der gegebenen Geraden sein, das ist nach Nr. 104. 
mit der Einhüllenden der gemeinen zweiten Polare der Puncto 
von R, oder dem Orte der Puncto der conischen Polaren, die 
R berühren. 

Wir haben ferner bemerkt, dasz, wenn o, O'y e, f vier har- 
monische Puncto von R sind, die gemischte zweite Polare von 
und 0* durch die (n — 2)^ Durchschnittspuncte der gemeinen 
zweiten Polaren von e und f geht. Nun fällt nach Nr. 4., vor- 
ausgesetzt, dasz By f in einen einzigen Punct f zusammenfallen, 
auch einer der andern beiden Puncto, etwa o', mit / zusammen. 
Die gemischte zweite Polare zweier Puncto o und f von R 
geht daher durch die (n — 2)^ Puncte, in denen die gemeine 
zweite Polare von f die zweite Polare von R berührt. Folglich 
entststeht : 

Lehrsatz IV. JHe Curve 2(n—2)'(er Ordnung, zweite 
Polare einer gegebenen Geraden R, berühre in (n— 2)* 
Puncien die gemeine zweite Polare eines beliebigen Pun- 
ctes von R. Die 2(n— 2)^ Puncte, in denen die zweite 
Polare von R von den gemeinen zweiten Polaren zweier 
Puncte und o* von R berührt wird, liegen alle auf ein 
und derselben Curve der {n—^yien Ordnung, nämlich 
auf der genaschten zweiten Polare der Puncte o und o\ 

a. Aehniichkeit der Eigenschaften der zweiten 
Polaren einer Geraden mit denen eines Kegelschnit- 
tes. Aus Alle dem läszt sich herleiten, dasz die zweite Po- 
lare einer Geraden in Bezug auf die gemeinen und gemischten 
zweiten Polaren der Puncte dieser Geraden alle Eigenschaften 
und Relationen besitzt, die zwischen einem Kegelschnitt und 
den Geraden bestehen, die ihn berühren, oder schneiden. 

b. Einhüllende einer Reihe vom Index 2. Dieses 
wichtige Resultat ist nicht ausschlieszlicbes Eigenthum der 
zweiten Polaren, sondern erstreckt sich auf ein beliebiges Netz. 
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In eioem gegebeoeo geometrischen Curvennetate I7t-ter Ordmii^ 
gibt es eine unbegrenzte Zahl von Curven» die eine Reibe vom 
Index 2 bilden. Die Einhulieode der Reihe ist eine Gurv^ 
die jede eingehüllte Curve in den m^ Puncten berührt, in der 
diese letstere die unmittelbar folgende Eingehüllte schneidiet 
Durch einen beliebigen Ponet gehen aber nur aw.ei Eingehüllte» 
diese fallen also zusammen, wenn der Punct auf der Einhüllen- 
den angenommen wird. Daraus folgt, dasz die Einhüllende eine 
Eingehüllte nicht treffen kann, ohne sie gleichzeitig zu beruh«' 
ren, und da also diese beiden Curven sich in tn!^ Puncten be- 
rühren. So ist die Einhüllende der Curven der vorgelegten Reihe 
eine Curve der im-ten Ordnung. 

Alle Curven eines Netzes, die durch ein und denselben 
Punct gehen 9 bilden ein Büschel. Nun entstehen die Berüh- 
Tiingspuncte der Einhüllenden mit einer Eingehüllten aus dem 
Durchschnitt dieser letzteren mit der unmittelbar folgenden 
Eingehüllten; diese Durchschnittspuncte bilden daher die Ba* 
sIs eines Curvenbüschels des Netzes. Alle Curven des Netzes 
also, die durch einen Punct gehen, in dem die Einhüllende 
Tangente an eine gegebene Eingehüllte ist, gehen auch durch 
die andere nfi — l Berührungspuncte der Einhüllenden mit der- 
selben Eingehüllten. 

Durch zwei Puncte, in denen die Einhüllende von zwei ver- 
schiedenen Eingehüllten berührt wird, geht nur eine einzige 
Curve des Netzes. Eine beliebige Curve also, die wol dem 
Netze angehurt, aber nicht der Reihe, schneidet die Einhüllende 
in 2m^ Puncten, in denen diese von zwei Curven der Reihe 
berührt wird. 

e. Eigenschaften der Durchschnittspuncte der 
Curve von Hesse des Netzes mit der zweiten Polare 
von i?. Wir kehren zu der zweiten Polare der Geraden R zu« 
rück. Die (n — %)* Berührungspuncte zwischen dieser Curve 
und der gemeinen zweiten Polare eines Punctes von j? bilden 
die Basis eines Curvenbüschels von gemischten zweiten Pola- 
ren, deren Pole o und ein variabler Punct auf J{ sind. Fallen 
zwei dieser Beröhungspuncte in einen einzigen zusammen, so 
haben die Curven des Büschels in ihm die Tangente gemein, 
und für eine von ihnen ist nach Nr; 47. dieser Punct ein Dop« 
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pdpunct. Er gehört dedfaaib der Corve vod Hesse des Netzes 
ati^ das nach Nr. 123. von den gemeinen und gemischten zwei* 
ten Polaren der Puncte von R gebildet wird. In Jedem der 
6(fi'^2)(it'^3) Darchscbnittsponete dieser Curve von Hesse 
mit der tweiten Polare von R hat diese letzte Cnrve eine vier*« 
punctige Berührung mit einer gemeinen zweiten Polare, deren 
Pol auf J9 Hegt y und die dieselbe Curve noch in (n-2)«-2 
andern verschiedenen Puncten berührt. 

125. Ändere Erklärung der zweiten Polare einer 
Geraden. Die zweite Polare der Geraden £ kann auch als 
Ort der Durchschnittspuncte der entsprechenden Curven zweier 
projectivischer Curvenbüschel betrachtet werden. Es seien a 
und 0' zwei feste Puncte und i ein variabler Punct auf R. Die 
gemischten zweiten Polaren lespective der Puncte 0^ i und o\ i 
schneiden sich in (n — 2)^ Puncten» die der zweiten Polare von 
R angehören, weil in ihnen nach Nr. 124. die Berührung dieser 
Curve mit der gemeinen zweiten Polare von i Statt hat. Laszt 
man i* sich auf jß bewegen, während und o* (est bleiben, so 
erzeugen die eben erwähnten beiden gemischten zweiten Po- 
laren zwei projectivische Curvenbüschel der (f»*-2)-ten Ord- 
nung, und der Ort der Durchschnittspuncte zweier entsprechen- 
der Curven ist ist genau die zweite Polare von R. 

Für die Puncte o und 0' kann man offenbar zwei beliebige 
andere zu substituieren, wenn sie nur auf R liegen, da die 
(n — 2)^ Durchschnittspuncte der gemischten zweiten Polaren 
von 0, i und 0*^ i nach Nr. 77. nichts Anderes sind,, als die 
Pole von R in Bezug auf die erste Polare von i. Hieraus er- 
gibt sich folgende andere Definition (M. s. Nr. 86.) : 

Lehrsatz V. Die zweite Polare einer Geraden ist der 
Ort der Pole dieser Geraden in Re%ug auf die erste Po- 
lare eines variablen Punctes derselben Geraden*). 

a. Gemeine und gemischte zweite Polaren einer 
Geraden. Diese Erklärung führt fast von selbst auf eine 
wichtige Verallgemeinerung. Wenn nämlich zwei Gerade R 
und R* gegeben sind, was ist dann der Ort der Pole der einen 



•) Salmön, Ili^er plane cur'ves, f. 152. 
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Geraden in ßezug auf die erste Polare eines Punctes, der sieb 
auf der andern bewegt? Es seien in R beliebig zwei Puncte 
und 0' fixiert, und auf R ein beliebiger Punct >* apgeDommeB» 
so schneiden sich die gemischten zweiten Polaren der Puncte 
0, i und 0^ f* in (n — 2)^ Puncten« welche die Pole von B* m 
Bezug auf die erste Polare voni sind. Laszen wir i sich auf 
R bewegen, so erzeugen die erwähnten gemischten zweiten 
Polaren zwei projectivische Curvenbiischel (n — 2)-ter Ordnung, 
und der Ort der Durchschnittspuncte zweier correspondierender 
Curven ist eine Curve der 2(n — 2)-ten Ordnung, die offenbar 
die gesuchte ist. Ihr kann man den Namen gemischte %weUe 
Polare der Geraden R und R geben, um sie von der gemeinen 
zweiten Polare von /?, die wir oben definierten, zu unterscheiden. 

b. Weitere Definition der gemischten zweiten 
Polare zweier Geraden. Wie die gemeine zweite Polare 
von R der Ort der Puncte ist, deren conische Polaren von R 
berOhrt werden, so gilt von der gemischten zweiten Polare 
zweier Geraden R und R' der Satz: 

Lehrsatz VI. Die gemischte zweite Polare zweier Oero' 
den R und R ist der Ort eines Punctes, in Bezug auf 
desTien conische Polare die Geraden R und R einander 
conjugiert sind* 

' Gehen nämlich sowol die zweite gemischte Polare von o 
und i, als die von o* und i durch den Punct a, so geht die 

gerade Polare von i in Bezug auf die conische Polare von a 

nach Nr. 123. durch und o', das heiszt i ist der Pol von jR' 

in Bezug auf diesen Kegelschnitt, w. z* b. w. 

c. Eigenschaften des Durchschnittspunctes bei- 
der Geraden. Läszt man in den vorhergehenden Untersu- 
chungen in a, den Punct i mit dem Durchschnittspuncte der 
Geraden R und R* zusammenfallen, so findet sich, dasz die ge- 
mischte zweite Polare dieser beiden Geraden durch die (n — 2)^ 
Puncte geht, in denen sich die gemischten zweiten Polaren der 
Puncte 0, i und o\ i schneiden, das heiszt nach Nr. 124. durch 
die (n— 2)^ Puncte, in denen die gemeine zweite Polare von i 
die gemeine zweite Polare von R berührt. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz VII. Die gemeine z/weite Polare des Durch- 
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8chnit$spuncites . %w^er Geraden berührt Jede der gemeinen 
zweiten Polaren dieser Geraden in (n— 2)^ Puncten. Diese 
^in--'^)^ BerüArungspuncte liegen alle auf der gemischten 
fsweiten Polare derselben beiden Geraden. 

126. Die gemeiDen .und gemischten zweiten Po- 
laren der Geraden, die durch einen Punct gehen, bil- 
den ein Netz. Soll die gemischte zweite Polare zweier 
Geraden R und It, die sich in einem gegebenen Puncte i schnei- 
den, durch einen andern vollständig gegebenen Punct o gehen, 
so ist es nach Nr. 1256. notwendige aber auch hinreichend, dasz 
diese beiden Geraden in Bezug auf die conische Polare von o 
conjugiert sind, das heiszt, dasz sie mit dem von i aus an die 
conische Polare von o gelegten Tangenten E und F ein har- 
monisches Stralenbüschel bilden. Bilden daher die Geraden 
Ef.Pf, E, F ein harmonisches Stralenbuschel, so geht die ge- 
mischte zweite Polare von R und R durch die Pole aller co- 
nischen Polaren, die die Geraden £ und F berühren. Nun liegt 
aber nach Nr. 1046. und Nr. 124., wenn eine conische Polare 
diese beiden Geraden berührt, der Pol auf der gemeinen zwei- 
ten Polare dieser beiden Geraden. Die 4(i»— 2)^ Durchschnitts- 
piincte dieser beiden Curven sind also die Pole von efiensovielen, 
dem Winkel EF eingeschriebenen conischen Polaren, sind also 
Puncte aller gemischten zweiten Polaren, welche den Punct 
enthalten, der Geraden, welche durch t* gehen. Diese gemisch- 
ten zweiten Polaren bilden also ein Curvenbfischel. 

Hieraus folgt, dasz durch zwei gegebene Puncte o und o* nur 
eine einzige gemischte zweite Polare von zwei Geraden geht — 
die aber nicht gegeben sind — , die durch einen gegebenen Punct 
i gehen. Daraus folgt: 

Lehrsatz Ylll. Die gemeinen und gemischten zweiten 
Polaren von Geraden, die durch einen gegebenen Punct 
gehen, bilden ein geometrisches Curvennet% der 2(n — 2)- 
ten Ordnung. 

Von welchem Index ist die Reihe der gemeinen zweiten 
Polaren aller Geraden, die durch den gegebenen Punct i gehen? 
Wir untersuchen, wieviele dieser zweiten Polaren durch einen 
beliebigen Punct gehen. Die Einhüllende der Geraden, deren 
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gemeine zweite Polare durch o gehen, i«t nach Nr. 104^. die 
cenische Poiere desselbeii Paoctes. An sie bitii} man von f 
awei Tangenten legen. Dnrch i geben ddhet aueh nnr zwei 
Gerade, deren gemeine zweite Polaren den Ptttict enthalten. 
Daher der Satz: 

Lehrsatz IX. Die gemeinen %weiten Polaren der Ge- 
raden, die durch einen gegebenen Punct gehen, bilden 
eine Reihe vom Index % 

127. Die gemeine zweite Polare einer Geraden 
berfibrt die Curve von Hesse In allen Puneten, die 
sie mit Ihr gemein hat. Es sei i?eln der gemeinen zweiten 
Polare von R und der Corvo von Hesse für die Fundamental- 
cttrve Cn gemeinachaftlieher Punct. Betrachtet man denselben 
als der ersten Curve angehörig, so ist p der Pol einer conischen 
Polare die R berührt, und gehört er der Cürve von Hesse 
an, so entspricht demselben Puncto als conische Polare ein 
Paar gerader Linien, die sich im entsprechenden Pnncte o der 
Curve von Steiner schneiden. Es gibt also soviel Durch- 
schnittspuncte der Curve von Hesse und der zweiten Polare 
von R, als es Durchschnittspuncte von R mit der Curve von 
Steiner gibt, das heiszt 3(«— 2)^ Daraus folgt: 

Lehrsatz X. Die gemeine mDeite Polare einer belie- 
bigen Geraden berührt die Curve von Hesse in den 3(ft— 2)^ 
Puneten, die sie mit derselben gemein hat. 

Da die conische Polare von p durch zwei i.n o jBusammenlau- 
fende Gerade gebildet wird, so hat die Gerade R, die durch 
o geht, in Bezug auf diesen Kegelschnitt eine uubegreniSte 
Zahl von Polen die nach Nr. llOa. alle auf einer zweiten Gera- 
den, die auch durch geht, gelegen sind. Daher enthält eine 
Gerade Ä', die beliebig, aber nicht durch o gezogen Ist, einen 
Pol Von Ä in Bezog auf die conische Polare von p, das heiszt 
nach Nr. 125 ^., p ist ein Punct der gemischten zweiten Polare 
der Geraden R und R. Daraus ergibt sich: 

Lehrsatz XI. Die 6(n— 2)« Puncte, in denen die Curve 
von Hesse von den %u>ei gemeinen zweiten Polaren teu>eier 
Geraden berührt wird, liegen sämmtlich mf der gemisch- 
ten zweiten Polare dieser beiden Geraden. 
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Die gemeinen zweiten Polaren der Geraden, die durch ei* 
neu gegebenen zweiten Punct i geben^ bilden nach Nr« 126« 
eine Reihe der 2(ii — 2)-ten Ordnung und vom Index % werden 
also nach Nr. 1246. von ei»er Curve der 4(fi«^2)-ten Ordnung 
umhüllt. Diese Curve ist nach Nr. 125 c. aud der Curve von 
Hesse und der gemeinen zweiten Polare deä Punctes i zu- 
sammengesetzt, und die 8(n — 2)^ Puocte^ in denen die gemei-* 
nen zweiten Polaren zweier dieser Geraden die Curve von 
Hesse und die gemeine zweite Polare von i berühren^ liegen 
sämmtlich auf der gemischten zweiten Polare derselben beiden 
Geraden. 

a. Die Curve von Hesse beröhrt die zweite Po- 
lare des dem Berührungspuncte entsprechenden Pun- 
ctes der Curve von Steiner. Wir haben bewiesen, dasz 
die gemeine zweite Polare von R die Curve von Hesse in p 
berährt. Auszerdem geht auch die gemeine zweite Polare von 
durch py so dasz dieser Punct für die erste Polare von 
ein Doppelpunct Ist. Andererseits berühren sich die gemeine 
zweite Polare von und die gemeine zweite Polare von Ry 
einer Geraden, die durch gebt, nach Nr. 124. in allen Puncten, 
in den sie sich treffen. Daraus flieszt: 

Lehrsatz XII. Die Curve von Hesse berührt in einem 
beliebigen ihrer Puncte die gemeine zweite Polare des 
entsprechenden Punctes der Curve von Steiner. 

b. Eigenschaften der Tangenten der Curve von 
Hesse und Steiner in den Puncten ji? und 0, Aus dem 
Vorhergebenden folgt, dasz die Tangente der Curve von Hesse 
In p nach Nr. 74e. der zu po in Bezug auf. die beiden Geraden, 
welche die erste Polare von o im Doppelpuncte p berühren, 
zugeordnete harmonische Stral ist, und dasz, wenn die erste 
Polare von o m p eine Spitze hat, in ihm die Rückkehrtangente 
auch die Curve von Hesse berührt. 

Dem analog ist die Tangente der Curve Ton Steiner \n 
der zu po in Bezug auf die beiden Geraden, welche die oo* 
nische Polare von p bilden, zugeordnete harmonische Stral. 

c. Weitere Eigenschaften des Punctes p* h^ 
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trachtet man eine zweite durch o gelegte Gerade^, so wird 
die gemeine zweite Polare dieser Geraden die Curve von Hesse 
ebenfalls im Puncte p berühren. Umgekehrt: die Geraden^ de- 
ren gemeine zweite Polaren durch p gehen, sind nach Nr. 104^. 
die Tangenten der conischen Polare von p; aber dieser Kegel- 
schnitt löst sich in zwei durch gelegte Gerade auf^ so dasz 
alle Gerade, deren gemeine zweite Polaren durch p gehen, den 
Punct enthalten. 

Die Curve von Hesse wird daher in p sowol von der ge- 
meinen zweiten Polare von als den gemeinen und gemisch- 
ten zweiten Polaren aller Geraden berührt, die durch o gehen. 

d. DieGeradejßalsTangente der Curve vonStei- 
ner. Wie die Beriihrungspuncte der Curve von Hesse mit 
der gemeinen zweiten Polare einer Geraden R den Durchschnitts- 
puncten von B mit der Curve von Steiner entsprechen, so 
wird^ wenn R diese letztere Curve im Puncte o berührt, die 
gemeine zweite Polare von R eine vierpunctige Berührung mit 
der Curve von Hesse im entsprechenden Puncte p eingehen 
und dieselbe auszerdem noch in 3(n—2)^— 2 andern Puncten 
einfach berühren. 

Die Tangenten an die conische Polare eines Punctes / sind 
nach Nr. 104^. die einzigen Geraden, denen gemeine zweite 
Polaren entsprechen, die durch }* gehen. Dieser Kegelschnitt 
hat aber 6(n — l)(ii — 2) Tangenten mit der Curve von Steiner 
gemein, so dasz die Reihe der gemeinen zweiten Polaren — 
von Geraden — , die eine vierpunctige Berührung mit der Curve 
von Hesse eingehen, vom Index 6(w — l)(n— 2) ist. 

Ist R eine Doppeltangente der Curve von Steiner, so 
hat die gemeine zweite Polare von R mit der Curve von Hesse 
zwei vierpunctige und 3(n — 2)^ — 4 zweipu nötige Berührungen. 

Ist endlich R eine Wendetangente der Curve von Steiner, 
so hat die gemeine zweite Polare von R mit der Curve von 
Hesse eine sechspunctige und auszerdem 3(n — 2)^ — 3 zwei- 
punctige Berührungen. 

128. Gerade Linien, deren zweite Polaren einen 
Doppelpunct besitzen. Wie sind die Geraden beschaffen. 
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deren gemeine zweite Polaren einen Doppelponct besitzen! 
Da die gemeine zweite Polare einer Geraden R der Ort der 
Pole IsU deren coni$che Polaren R berühren^ so ist es^ wenn- die 
zweite Polare einen Doppelpunct haben soll, notwendig, dasz 
die conisebe Polare mit R mebr als zwei Puncto gemein babe^ 
das heiszt, dasz sie eine conisebe Polare sei, die sich in zwei 
gerade Linien auf lost, deren eine R ist. Daraus folgt: 

Lehrsatz XIII. Die Geraden, deren gemeine zweite 
Polaren mit einem Doppelpuncte entsprechen, sind dieje* 
niffen, welche %u %wei und %wei die conischen Polaren der 
Puncte der Curve von Hesse darstellen. Die Doppelpuncte 
der gemeinen zweiten Polaren dieser Geraden sind eben 
diese Puncte der Curve von Hesse. 

Die gemeine zweite Polare eines beliebigen Punctes i 
schneidet die Curve von Hesse in 3(ii — 2)* Puncten, den Po- 
len von ebensovielen coniscben Polaren, die durch i gehen, 
deren jede aus dem System zweier Geraden besteht. Daraus 
folgt : 

Lehrsatz XIV. Die Geraden, welche die conischen 
Polaren der Puncte der Curve von Hesse darstellen, wer" 
den von einer Curve der 3(n— 2)^-/^it Classe umhüllt. 

129. Ort eines Punctes, deszen conische Polare 
in ein einem gegebenen Kegelschnitt conjngiertes 
Dreiseit eingeschrieben ist. Die gemischte zweite Polare 
zweier Geraden R und R! ist der Ort der Puncte, fOr welche 
die Tangenten, die man an ihre conische Polare vom Puncte 
R'R aus legen kann, mit diesen Geraden harmonische Stra- 
lenbiischel bilden. Solche conische Polaren erzeugen eine Reihe 
vom Index 2(ii — 2)^, da dieses die Zahl der Puncte ist, in denen 
die erwähnte gemischte zweite Polare von der gemeinen zweiten 
Polare eines beliebigen Punctes geschnitten wird. Nach Nr. 85. 
gibt es also unter diesen Kegelschnitten 4(ii~2)^, die eine 
beliebige Gerade berühren. 

Nun sei ein beliebiger Kegelschnitt C gegeben, und man 
verlange, den Ort eines Punctes zu bestimmen, deszen conische 
Polare in ein der Curve C conjugiertes Dreiseit eingeschrieben 
sei. Es sei a ein beliebiger Punct, und A die gerade PoJare 
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TOD 4$ 10 Be%ug auf <7. Es gibt nun 4(n — 2)* cooi«che Polaren^ 
die Ä und zwei sich in a schneidende Gerade berühren, die 
in Bezug auf C einander conjugiert sind, das heiszl 4(i» — 2)* 
conische Polaren, die zu C conjugierten Dreiselten eingeschrie* 
ben sind, deren eine Seite A ist. Die conischen Polaren die 
A berühren, haben aber ihre Pole auf der gemeinen zweiten 
Polare von A, so dasz daher der gesuchte Ort 4(n— '2)^ Puocte 
mit der gemeinen zweiten Polare einer beliebigen Geraden ge- 
mein hat. Das heiszt, er Ist eine Curve der 2(n — 2)-ten Ord- 
nung. 

Hat ein dem Kegelschnitt C conjugiertes Oreiseit einen 
Scheitel auf dieser Curve, so fallen zwei Seiten mit der Tan» 
gente zusammen, und die dritte ist eine beliebige durch ge- 
legte Gerade. Gehurt dieser Punct o der Curve von Stei- 
ner an, das heiszt, ist o der Doppelpunct der conischen Polare 
eines Punctes p der Curve von Hesse, so kann dieser Kegel- 
schnitt als in dieses Dreiseit eingeschrieben betrachtet werden. 
Folglich entsteht: 

Lehrsatz XV, Der Ort eines Punctes, äeszen conische 
Polare in ein einem beliebigen gegebenen Kegelschnitt 
conjugiertes Dreiseit eingeschrieben ist, ist eine Curve 
der 2(« — 2)'ten Ordnung, welche die Curve von Hesse 
in den Puncten schneidet, die den Durchschnittspuncten 
der Curve von Steiner mit dem gegebenen Kegelschnitt 
entsprechen. 

Diese Cqrve der 2(n — 2)-ten Ordnung ist, wenn der ge- 
gebene KQgelscboitt in ein Paar gerade Linien degeneriert, 
nichts Anderes, als die gemischte zweite Polare eben di^er 
Geraden« 

Einem jeden beliebigen Kegelschnitt entspricht daher eine 
bestimmte Curve der 2(n — 2)-ten Ordnung, und gemäsz dem 
Theorem in Nr. Ulf. Ist augenblicklich klar, dasz allen Kegel- 
schnitten, die demselben Viereck umgeschrieben sind, ebenso- 
viele Curven der 2(n — 2)-ten Ordnung entsprechen werden, die 
ein Curvenbusehel bilden. 
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JBie Curveii von Heffse und Cayley einer Cnrve 

dritter Ordnung^. 

130. Nähere Bestimmung der zu betrachtenden 
Curven dritter Ordnung. Wir wollen jetzt die im Vorher- 
gehenden auseinandergesetzte allgemeine Theorie auf den Fall 
anwenden, dasz die Fundamentaicurve Von der dritten Ordnung^ 
also eine Curve C^ sei, die wir ohne vielfache Puncte voraus- 
setzen. Daraus folgt dann nach Nr. 70.» dasz sie von der sechS" 
ien Classe ist, und nach Nr. 100.» dasz sie neun Wendepuncte 
besitzt. 

a. Gerade und conische Polare eirfes Punctes. 
Jede Gerade hat vier Pole. Jeder beliebige Punct ist nach 
Nr. 68. der Pol einer conischen und einer geraden Polare. 

DOTch zwei beliebig gewählte Puncte geht nach Nr. 77 a. 
nur eine einzige conische Polare. Alle conischen Polaren, die 
durch einen Punct o gehen, haben noch drei andere Puncte 0|, 
0^, O3 gemeinschaftlich, und ihre Pole liegen sämmtlicb auf ein 
und derselben Geraden, welche die Polare eines jeden der 
vier Puncte o, Oi, 0«, O3 ist. 

Eine Gerade hat daher vier Pole, und zwar die Scheitel 
des Vierecks, das den conischen Polaren der Puncte dieser 
Geraden eingeschrieben ist. 

Alle Gerade, die durch denselben Punct gehen, haben 

Cremona, Ebene Curven. 14 
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ihre Pole auf einem Kegelschnitte > der nach Nr. 69 a. die co- 
nische Polare von ist. 

b. Gemischte zweite Polare zweier Pancte. Die 
gerade Polare eines Panctes o' in Bezug auf die conische Po- 
lare eines andern Punctes o ßiilt nach Nr. 69 c. mit der geraden 
Polare von o in Bezug auf die conische Polare von o' zusam- 
men. Daraus folgt, dasz, wenn man von die Tangenten an 
die coniscbe Polare von o' und von 0' die Tangeoleti an die 
conische Polare von o legt, die vier Beruhrungspuncte in ein 
und derselben Geraden liegen, die nach Nr. 123. die gendschie 
%weite Polare der Puncte o und 0' ist. 

c. Die Fundamentalcurve ist von der sechsten 
Glosse. Von einem heKefcigen 4^ncte o der Ebene kann man 
im Allgemeinen sechs Tangenten an die gegebene Curve dritter 
Ordnung legen, da dieselbe eine Curve sechster Classe ist. 
Die sechs Berührungspuncte liegen alle auf dßr oonisdieo Po- 
lare des Punctes o, 

d^ Der Punct als Punct der Fundamentalcurve. 
tst aber ein Punct der Curve dritter Ordnung, »o wird diese 
in ihm sowol von der geraden als von der conischen Polare 
desselben Punctes berührt. In diesem Falle gehen von .p nnr 
vier Gerade aus, welche die Curve dritter Ordnung in andern 
Puncten berühren. Die Berührungspuncte sind nach Nr. 7L 
die vier Durchschnittspuncte dieser Curve mit der conischen 
Polare von o. 

131. Das anharmonische Verhältnisz der vi^ Tan- 
genten» die man von einem Puncte der Fundamental* 
curve an dieselbe legen kann, ist constant. Es sei 
ein Punct der Curve drittet Ordnung, welche die conische Po- 
lare dieses Punctes auszer im Berührungspuncte noch In a, 
bs c, d schneidet, so dasz also nach Nr. IdOd. die Geraden 
a(a, b, c, d) die Tangenten der Curve dritter Ordnung in den 
Puncten a, b, c, d sein werden. 

Nach Nr. 30. wird eine Tangente von der unendlich nähen 
Tangente in ihrem Berührungspuncte geschnitten. Ist also 0* 
der Punct der Grundcucve, der unmittelbar auf o folgt, so sind 



Nr. 136a— 131b.] Curven dritter Ordnung, 211 

die Geraden o'^u^ ^ e, d) die vier Tangenten^ die man darch o* 
Itgen kann. Da nun die conisehe Polare von o die Gurve drit« 
ter Ordnatig in o berührt und in a, by €, d schneidet, so liegen 
die sechs Puncte o, o', a, ö, e, d alle auf demselben Kegel- 
schnitt, das heiszt nach Nr. 62., die hehlen Büschel 0(a, ö, c, d) 
und o'(a, ö, c, d) haben dasselbe Doppelverhältnisz. Damit ist 
bewiesen, dasz das anharmonische Verhältnisz der vier Tan- 
genten, die man von einem Puncte der Fundamentaicurve an 
dieselbe legen kann, sich nicht verändert, wenn man zum un- 
mittelbar folgenden Puncte übergeht. Das gibt den Satz: 

Lehrsatz I. Das anharmonische Verhältnis^ des Bü- 
schels der vier Tangenten^ die man von einem beliebigen 
Puncte einer Curve dritter Ordnung an dieselbe legen 
kann, ist constant*). 

a. Die Durchschnittspuncte der Tangenten zweier 
Puncte der Fundamentaicurve liegen auf vier Kegel» 
schnitten. Aus dem Vorhergehenden folgt, dasz, wenn 
oiß, bf c, d) und o*(a*, b'y &, d') die beiden Tangentenbüschel in 
Bezug auf zwei beliebige Puncte o und o* der Curve dritter 
Ordnung sind, die vier Puncte, in denen die Tangenten des 
ersten Büschels die entsprechenden Tangenten des zweiten 
Büschels schneiden, nach Nr. 62. auf einem Kegelschnitte liegen, 
der durch o und o' geht Die Tangenten können sich nun aber 
auf vier verschiedene Weisen entsprechen ^ da nach Nr. ]. das 
Doppelverhältnisz des Büschels 0{a, b, c, d) mit denen des Bü- 
schels o{b, a, d, c), o(c, d, a, b), o^d^ c, b^ a) identisch ist. Die 
sechszehn Puncte also, in denen die vier Tangenten durch o 
die vier Tangenten durch o' schneiden, liegen auf vier Kegel- 
schnitten, die durch o und 0* gehen. 

b. Doppelverhältnisz einer Curve dritter Ord- 
nung. Das constante anharmonische Verhältnisz der vier Tan- 
genten, die von einem beliebigen Puncte einer Curve dritter 
Ordnung an diese gelegt werden können, kann man Doppelver- 
hältnisz der Curve dritter Ordnung nennen. 



*) Salmon^ Tkioremes sur leg courhes de trotsieme degrt. {Cr eil es 
Journal, T. 42. Berlin, Beimer, 1851. S. 274.^ — Higher platte curves, p. l'öl. 
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Eine Curve dritter Ordnung heiszt harmonisch, wenn ihr 
anharmonisches Verhfiltnisz die negative Einheit lat, das heiszt» 
wenn die vier Tangenten, die von einem beliebigen Puncte 'der 
Curve an sie gelegt werden können« ein harmonisches Straten- 
buschel bilden. 

Eine Curve dritten Grades heiszt äguianharmonisch, sobald 
das Doppelverhältnisz derselben eine imaginäre dritte Wurzel 
aus der negativen Einheit ist» das heiszt« wenn die vier durch 
einen ihrer Puncte gelegten "Tangenten die drei anharmonischen 
Grundverhältrdsf&e unter einander gleich haben (M. s. Nr. 27.)* 

132. Die Curven von Hesse und Steiner fallen 
zusammen. Besteht die conische Polare eines Punctes o aus 
ein Paar Geraden« die sich in o* schneiden« so ist umgekehrt 
nach Nr. 78. die conische Polare von o* ein Paar in o sich 
schneidender Geraden. Folglich ist der Ort der Doppelpuncte 
der conischen Polaren, die sich in Paare gerader Linien auf- 
lösen« auch der Ort ihrer Pole« das heiszt nach Nr. 88. und 90.« 
die Curven von Steiner und von Hesse sind ein und dieselbe 
Curve der dritten Ordnung. 

a, Einhüllende der Geraden oo*. Auszerdem wird« 
da die Gerade 00* der Ort zweier Geraden ist« welche die bei* 
den Puncte o und o* der Curve von Hesse mit den entspre- 
chenden Puncten o* und o der Curve von Steiner verbinden« die 
Einhüllende von 00', die dem allgemeinen Theoreme in Nr. 986. 
gemäsz von der sechsten Classe sein soll, sich in unserm Falle 
auf die dritte Classe reducieren *). 

b. Die Curve von Hesse eines Netzes zweiter Ord- 
nung. Die Puncte o und o* sind nach Nr. 986. conjugierte 
Pole in Bezug auf irgend eine conische Polare« welche ein 
geometrisches Netz zweiter Ordnung bilden. Daher entsteht: 

Lehrsatz II. Der Ort der Paare von Polen, die in Be- 
zug auf die Curven eines Netzes von Kegelschnitten con- 



*) Cayley^ Mimoire sur les courbes du troisilme ordre (Journal de 
M. Liouville, aoüt 1844, p. 290). 
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Jugiertsind, ist eine Curve der dritten Ordnung {Die Curee 
von Hesse des Netzes)*)* 

c. Die Curve von Hesse als Einhfillende der gera- 
den Polaren ihrer Punete. In der allgemeinen Theorie 
Nr. 118. und 127 a. ist bewiesen^ dasz die Curve von Steiner 
in einem beliebigen Puncto von der geraden Polare des ent- 
sprechenden Punetes der Curve von Hesse berührt wird^ und 
dasz die zweite Polare eines Punetes der Curve von Steiner 
die Curve von Hesse im entsprechenden Punete bertihrt. Im 
Falle der Curve dritter Ordnung fallen diese beiden Eigenschaf- 
ten in eine zusammen^ nämlich dahin, dasz die Tangente der 
Curve von Hesse In o die gerade Polare von o' ist. Daraus 
folgt : 

Lehrsatz III. Die Curve von Hesse ist die Einhül- 
lende der graden Polaren ihrer Punete. 

Dieser Lehrsatz läszt die sechs Tangenten bestimmen, die 
man von einem beliebigen Punete i an die Curve von Hesse 
legen kann. Die geraden Polaren, die durch i* gehen, haben 
nämlich ihre Pole auf der conischen Polare von t*, welche die 
Curve von Hesse in sechs Puncten schneidet, deren jeder als 
gerade Polare eine Tangente der Curve von Hesse hat, die 
durch i geht. Natürlich liegen die Beruhrungsponcte dieser 
sechs Tangenten auf der conischen Polare von t* nach der Curve 
von Hesse genommen. 

133. Tangenten der Curve von Hesse in zwei con- 
jugierten Polen. Es seien (Fig. 8) and o' zwei in Bezug 
auf die conischen Polaren conjugierte Pole, dann ist die co- 
nische Polare von o das System zweier Geraden ab und cd, 
die sich in o' schneiden, und die conische Polare von o* wird 
aus zwei andern Geraden ad und bc gebildet, die sich in o 
schneiden. Schneiden sich diese beiden conischen Polaren 
gegenseitig in a, 6, c, d^ so sind dieselben nach Nr. 130 a. die 
Pole der Geraden oo\ und die Geraden ac und bd^ deren Durch- 
schnittspunct u sei, bilden die conische Polare eines Punetes 
if', der auf der Geraden oo* liegt. Die Punete u und ti" sind 



*) Hesse ^ üeber die Wendepuncte u*s.w» S. 105. 
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daher zwei neue conjagierte Pole^ and u' ist der dritte Durch- 
schoittspuDct der Curve von Hesse mit oo*. 

Nach Nr. 696.fallt die gerade Polare von o* bezogen auf die 
Fundamentaicurve mit der Polare von o' in Bezug auf den Ke- 
gelschnitt zusammen, den die beiden Geraden ad und he bil- 
den. Folglich ist nach Nr. ]32e. ou^ die Tangente der Curve 
von Hesse im Puucte o, der zu oo* conjugierte harmonische 
Stral in Bezug auf ad und bc. Diese Eigenschaft kann man 
auch aus dem Theorem in Nr. 1276. herleiten. Dem analog 
ist o'u die Tangente der Curve von Hesse in o\ Hieraus folgt: 

Lehrsatz IV. Die Tangenten der Curve von Hesse 
in %wei conjugierten Polen o und o* schneiden sich in 
einem Puncte dieser Curve, der der conjugierte Pol des 
dritten Durchschmttspunctes derselben Curve mit der 
Geraden oo' ist. 

a^ Correspondier^nde Pu^ncte einer Curve dritter 
Ordnung. Zwei Puncte ^ner Curve dritter Ordnung heiszen 
eorrespondierende Puncte, sobald sie denselben Tangential- 
punct haben (m. s. Nr. 396.), das heiszt, wenn die Tangenten 
tu diesen PuncteB die Curve in demselben Puncte schneiden. 

Indem wir uns dieser Bezeichnung bedienen, können wir 
sagen, dasz zwei in Bezug auf ein Netz von Kegelschnitten 
conjugierte Pole correspondierende Puncte der Curve von Hesse 
dieses Netzes sind. 

ö, Curve von Cayley der Fundamentaicurve. Da 
die geraden Polaren von o und o' sich in u schneiden, so wird 
die conische Polare von u durch o und 0* gehen. Da aber 
u ein Punct der Curve von Hesse ist, so besteht seine conische 
Polare aus der Geraden 00* und einer zweiten Geraden durch 
t#'. Daraus folgt: 

Lehrsatz V. Eine Gerade, die zwei conjugierte Pole 
o und 0* verbindet und folglich die Curve von Hesse in 
einem dritten Puncte u' schneidet, bildet einen Teil der 
conischen Polare des Punctes u, welcher der conjugierte 
Pol des Punctes u* ist. 

Die Geraden, welche die conischen Polaren der Puncto 
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der Gurve von HeA9^ bilden« werden nach Nr. 128* von einer 
Curve dritter Claee^e umhütit. Diese fällt nun mit äer Einhül- 
lenden der Geraden zusammen, welche zwei corfespondierende 
Puncte der Curve von Hesse mit einander verbindet (M. s. 
Nr. I32ö.)- 

Dieser Curve geben wir den Namen Curve von Cayley 
der gegebenen Curve dritter Ordnung, zu Ehren des berühmten 
Cayley i der in einer seiner elegantesten analytischen Abhand- 
lungen die interessantesten Eigenschaften derselben zuerst auf- 
fand und bewies*). 

c. Tangenten von einem Puncte der Hesseschen 
Curve an die von Cayley. Die Tangenten, die man von 
einem Puncte der Curve von Hesse an die von Cayley 
legen kann, sind die Gerade, welche mit seinem conjugierten 
Pole 0- verbindet, und die beiden Geraden, welche die conische 
Polare von o' bilden. 

d. Andere Erklärung der Cnrven von Hes^sa und 
Cayley. Sind a, 6, c, d die vier Pole einer Geraden R, so 
bilden die C^radenpaare (^ü, ad^ (ca, öd), (a6, cd) drei conische 
Polaren, deren Pole aufB liegen. Die Dnrchschniltspuncte die- 
ser drei Paare gerader Linien geboren also der Curve von 
Hesse an. Das gibt den Satz: 

Lehrsatz VL Die Curve von Hesse ist der Ort der 
Diayonalpuncle, und die Curve von Cayley die Einhül- 
lende der Seiten des vollständigen Vierecks^ des%en vier 
Scheitel die Pole einer beliebigen Geraden bilden. 

134. Vierseite, deren Scheitel correspondierende 
Puncte der Curve von Hesse sind. Es seien a, a*\ b, 
b* zwei Paare conjugierte Pole; c der Durchschnittspunct, der 
Geraden €df und a'6'; c' der der Geraden ab' und a'b. Dann 
sind ßf atf b, b', c, & die sechs Scheitel eines vollständigen 
Vierseits, und da nach der Voraussetzung die Endpuncte der 
beiden Diagonalen aa' und bb' in Bezug auf eine beliebige co- 



♦) Ä Memoir on curves of the third order (Fhilotopfaical Transactions, 
voi. 147, part2, London 1857, p. 415—446). 
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nrsche Polare conj agierte Pole sind, so sind nach Nr. 109. auch 
die Pancte c und c' conjugierte Pole in Bezug auf das näm- 
liche Netz Kegelschnitte. Daraus folgt: 

Lehrsatz Vll. Sind a, b, c drei Puncte der Curve 
von Hesse in gerader Linien so bilden die drei Pole a% 
b'y c', die ihnen b&&üglick conjugiert sind, ein Dreieck, 
dessen Seilen b*&, c*a% a'b', respeclive durch a, b, c gehen. 

Hieraus ergibt sich^ dasz, wenn zwei conjugierte Pole a 
und a' und ein dritter Punct b der Curve von Hesse gegeben 
sind« es» um den conjugierten Pol b* zu finden, genügt, die Gera- 
den ba und ba' zu ziehen. Diese schneiden nämlich die Curve 
neuerdings in c und c\ und der gemeinschaftliche Punct der 
Geraden ca' und c*a ist dann der verlangte*^), 

a. Involution der Verbindungslinien conjugier- 
ter Pole mit einem Puncte der Curve von Hesse. Die 
Geraden, die man von einem beliebigen Puncte o der Curve 
von Hesse nach den conjugierten Polpaaren ziehen kann, bil- 
den eine quadratische Involution. Schneidet nämlich eine be- 
liebig durch gelegte Gerade die Curve von Hesse in a und 
bs so liegen, die conjugierten Pole af nnd b' dieser Puncte eben« 
falls mit in gerader Linie. Die Geraden oab und oafb' sind 
also in der Art mit einander verbanden, dasz die eine die an-* 
dere, und zwar nur auf eine Art bestimmt. Folglich u. s. w. 

b. Umkehrung des Vorigen. Sind umgekehrt sechs 
Puncte a, a'; b, b*; c, c' gegeben, so ist der Ort eines Pun- 
ctes 0, für welchen die Paare von Geraden o{a, a% o{b, b% 
o(c,c*) in Involution stehen, eine Curve dritter Ordnung, för 
welche a und a', b und b\ c und & correspondierende Puncte« 
paare vorstellen**). 

135. Die Curve von Cayley als Ort der verbunde- 
nen Pole der Puncte der Curve von Hesse. Wenn zwei 
der vier Pole (verbundene Pole) einer Geraden in einen einzi- 



*} Macla^rin, a. o. 0., p. 224. 
**) Cayley y Memoire sur les courbes du troisihne ordre^ p. 287* 



Nr. 134— 1 35b.] Curven dritter Ordnung. 217 

gen Punct zusammenfallen , so gehurt dieser Punet nach 
Nr. 906. der Corre von Hesse an^ nnd alle conischen Polaren, 
die durch ihn hindurchgehen, hahen in ihm dieselbe Tangente 
oo\ Es seien nun (Fig. 8.) Oi und o^ die beiden andern Pole 
der geraden Polare (0*u) von o, das heiszt, es seien o^ und 
O2 die Puncte« in denen die Geraden (ad und bc), welche die 
conische Polare von 0* bilden, die Gerade schneiden, welche 
durch u' geht und mit 00* zusammen nach Nr. 1336. die conische 
Polare von u bildet. 

Zwei der Tangenten, welche nach Nr. 133 J. von Oi an die 
Curve von Cayley gelegt werden können, fallen mit 0^0 zu- 
sammen, und die dritte ist OiO^, Ebenso fallen von den Tan- 
genten, die man von o^ an die Cayley sehe Curve legen kann, 
zwei mit 0^0 zusammen und die dritte ist 0^0^. Folglich be- 
rühren nach Nr. 30. die Geraden oOi und 00^ die Curve von 
Cayley in Oi und 0^. 

Hieraus folgt nach Nr. 105., dasz die Curve von Cayley 
der Ort der verbunden Pole der Puncto der Curve von Hesse 
ist. Das heiszt: 

Lehrsatz VIII. Beweyt sich eine gerade Polare so^ 
dasz sie die Curve von Hesse einhüllt, so durchlaufen fucei 
ihrer Pole, die in einen Punct zusammenfallen, die Curve 
von Hesse selbst, und die beiden andern von einander 
verschiedenen Pole besehreiben die Curve von Cayley. 

a. Tangenten von einem Puncte der Curve von 
Hesse an die Curve von Cayley. Man bemerke nt>ch, dasz 
von einem Puncte der Curve von Hesse drei Tangenten an die 
Curve von Cayley gezogen werden können, nämlich o(0|, Os» oO» 
und dasz von diesen die beiden oOi und 00^ sich derart entspre- 
chen, dasz die durch ihre Beriihrungspuncte gezpgene Gerade 
0^0^ selbst eine Taugente der Curve von Cayley ist. 

b. Die Curve von Cayley ist von der sechsten 
Ordnung. Diese Gerade, die durch u' geht und mit 00* die 
conische Polare von u bildet, schneidet die Curve von Cayley 
nicht blos in 0| und o^» den verbundenen Polen von o, sondern 
auch in o\ uüd &^, den verbundenen Polen von o\ Da nun 
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Aese Gerade eine Tangente der Curve von Cauley icut, sa 
folgt aagenblickiieh, das2 dieae letzte Curve van der sechsten 
Ordnung ist 

Dies läszt sich auch noch auf folgende Weise zeigen. 
Durch einen Punct i laszen sich nach Nr. 132c. sechs Tangen- 
ten an die Curve von Hesse legen. Jede dieser Geraden hat 
zwei in einen Punct derselben Curve von Hesse liusammen- 
fallende Pole, und folglich liegen die übrigen zwölf Pole auf der 
Curve von Cayley. Aber die Pole der Geraden, die durch i 
gehen, liegen alle auf der eonischen Polare von t', diese schnei- 
det also die Curve von Cayley in zwölf Puncten, woraus sich 
ergibt, dasz diese von der sechsten Ordnung sein musz. 

c. Harmonische Eigenschaft der Verbindungs 
geraden zweier conjugierter Pole. Aus dem Vorherge- 
henden ergibt sich, dasz, wenn aOi eine Tangente der Curve 
von Cayley ist, der Beruhrungspunct Oi ein dem Puncte o der 
Curve Hon Hesse verbundener Pol ist, der in derselben .Gera- 
den. Ivegt, ohne dasz jedoch auch sein correspondierender Punct 
o* in derselben sich befindet. Bezeichnen wir also durch o den 
Beruhrungspunct der Geraden 00* mit der Curve von Cayley ^ 
so ist C ein dem Puncte u* verbundener Pol. 

Es sei tt' der dritte Durchschnittspunct der Curve von Hesse 
mit mi', und es sei n der eoojugierte Pol von n\ Die Gerade, 
weiche dardi n' geht und mit uaf die coniscbe Polare von n 
bildet, schneidet dann oo* im Puncte o. 



Nun geht die gerade Polare von n in Bezug aufdie conische 
Polare von o durch c'; oieser Kegdschnitt is t dah er einyPaar 
in o' sich scfaneidendenlGrerädenE^^^ber die gerade Polare von 
n in Bezug auf die conische Polare von o föilt nach Nr. 1306. 
mit der geraden Polare von o in Bezug auf die conische Polare 
von n zusammen^ das heiszt, in Bezug auf das System (uu', 
n'o). Der Pol o und die Puncte ti', o, o', in denen die Gerade 
00' den Kegelschnitt und die gerade Polare, die wir oben er- 
wähnten, trifft, bilden also nach Nr. 110a. ein harmonisches 
l^unctsystem. Daraus folgt: 

Lehrsatz IX. Die Gerade , die %wei cofytigierie Pole 
verbindet, wird durch den dritten DurekschmUspunct mit 
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der Curve von Hesse und den BerUhrungspumei der Curve 
van Cayley harmonisck §eteiU*), 

136. Poloconica einer Geraden. Die Einhüllende 
der geraden Polaren der Puncte einer gegebenen Geraden R 
Ist ein Kegelschnitt, der auch nach Nr. 103. der Ort der Pole 
der conischen Polaren ist, die R berühren, oder atfch nach 
Kr. 125. der Ort der Pole von R in Bezug* auf die comschen Po** 
htren der Puncte ron A Diesen Kegelschnitt» der der ftUge^* 
itneinen Theorie in Nr. 104. gemäsz die gemeine zweite Pohire 
Von R ist, werden wir im vorliegenden Falle kurz düe gemeine 
Poloconica der Geraden R nennen. 

a. Weitere Definition der conischen Polare. Die 
conische Polare eines Punctes i kann ausser als Ort der Puncte, 
deren gerade Polaren durch i gehen, nach Nr. 104^. auch als 
EinhJSllende der Geraden definiert werden^ deren Polocomken 
durch i gehen. 

^. Neue Definition der Curven von Hesse und 
Gayley. Die Geraden, deren Poloconiken einen Doppelpunct 
haben, stellen nach Nr. 148. die conischen Polaren der Puncte 
der Curve von Hesse vor, das heiszt, sind Tangenten der 
Curve von Cayley. 

Wir betrachten wieder die Gerade 00* (Fig. 8) i»d wollen 
die Poloconica als Ort der Pole untersuchen, deren conische 
Polaren oo' berühren. Da die oo* ein Teil der conischen Po« 
lare von u ist, so musz nach Nr. 128. dieser Punct für die ge- 
suchte Poloconica ein Doppelpunct sein. Auszerdem hat die 
conische Polare eines jeden der Puncto o und o* zwei zusam- 
menfallende Puncte mit oo* gemein, so dasz folglich die Po- 
loconica dieser Geraden durch das Paar gerade Linien uo und 
uo' dargestellt ist. 

Hieraus, sehen wir, folgt also: 

Lehrsatz X. Die Curve von Hesse ist der Ort der 
Doppelpuncte der Poloconiken^ die sich, in %>wei Geralde auf^ 



") Cayley y A Memoir on curves eie* p. 485. 
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id'sen, und ist gleichzeitig die Einhüllende dieser Geraden. 
Die Curve von Cayleg hingegen ist die Einhüllende der 
Geraden, deren Poloconiken betrachtet umrden*). 

c. Gemischte Poloconica zweier Geraden. Der 
Ort eines Punctes in Bezug auf deszen conische Polare zwei 
Gerade J{ und R conjugiert sind» ist ein Kegelschnitt, — nach 
der allgemeinen Theorie die gemischte zweite Polare von R 
und R — 9 den man gemischte Poloconica der Geraden R und R 
nennen kann. Dieselbe ist auch nach Nr. 125a., ö. der Ort der 
Pole einer heliebigen dieser beiden Geraden in Bezug auf die 
conischen Polaren der Puncte der andern. 

d. Fortsetzung. Die gerade Polare des Durchschnitts- 
punctes zweier Geraden ^ und i?' berührt die gemeinen Polo- 
coniken dieser beiden Geraden in zwei Puncten, die nach 
Nr. 125c. auf der gemischten Poloconica dieser beiden Gera* 
den liegen. 

137. Jede Poloconica berührt die Curve von Hesse 
in drei Puncten. Nach Nr. 122. und*Nr. 127. folgt: 

Lehrsatz XL Wenn eine Gerade R die Curve von 
Hesse in den drei Puncten a, b, c schneidet^ so berührt 
die Poloconica von R diese Curve in den drei conjugier- 
ten Polen a', b' & dieser Puncte. 

Daraus folgt, dasz, wenn R eine gewühnliche Tangente 
der Curve von Hesse mit dem Berührungspuncte a ist, und 
dieselbe nochmals einfach in b schneidet, die Poloconica von 
R mit der Curve von Hesse in a', dem conjugierten Pole von 
a, eine vierpunctige« und in b\ dem conjugierten Pole von b, 
eine zweipunctige Berührung eingeht. Berührt aber R die Curve 
von Hesse in einem Wendepuncte a, so hat nach Nr. 127 tf. 
die Poloconica von R mit dieser Curve eine sechspunctige Be- 
rührung in af. 

a. Eigenschaften der Berührungspuncte. Die sechs 
Berührungspuncte der Curve von Hesse mit den gemeinen 



*) Ca^ley^ A Memoir on curvet etc^ p. 432. 
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PolocoDiken zweier Geraden liegen nach Nr. 127. s&mmtlicb auf 
der gemischten Poloconlca beider Geraden. Daraus folgt: 

Lehrstaz XIL Schneiden %wei Gerade die Curve von 
Hesse in sechs Puncten, so liegen die conjugierten Pole 
dieser Geraden auf demselben Kegelschnitt *)• 

Lehrsatz XIII. Legt man durch die drei Puncte, in 
denen die Curve von Hesse von einer Poloconica berührt 
wird, einen beliebigen zweiten Kegelschnitt, so trifft die^ 
ser die Curve von Hesse in drei neuen Puncten, in denen 
dieselbe von einer zweiten Poloconica berührt wird. 

Wir sahen in Nr. 1366., dasz, >venn und o' (Fig. 8) zwei 
conjugierte Pole sind» in denen die Curve von Hesse von 
Geraden berührt wird, die sich in u schneiden, diese beiden 
Geraden die gemeine Poloconica von oo^ darstellen. Diese Po- 
loconica berührt die Curve von Hesse in u, 0, o\ Die letzten 
drei Puncte also und drei ihnen analoge liegen immer auf ein 
und demselben Kegelschnitt. 

b» Conische Polare eines Punctes der Curve von 
Hesse in Bezug auf dieselbe Curve. Die vier Tangen- 
ten, die man von u aus nach vier andern' Puncten der Curve 
von Hesse ziehen kann, bilden nach Nr. 1366. die beiden ge« 
meinen Poloconiken der beiden Geraden, die in uf sich schnei- 
dend die conische Polare von u darstellen. Die Berührungs- 
puncte dieser vier Geraden liegen auf einem Kegelschnitte, der 
nach Nr. 130^. die Curve von Hesse in u berührt, auszerdero 
liegen aber die Berübrungspuncte der Curve von Hesse mit 
den gemeinen Poloconiken zweier Geraden auf der gemischten 
Poloconica dieser Geraden. Folglich erscheint der Satz; 

Lehrsatz XIV. Die conische Polare eines Punctes u 
der Curve von Hesse in Bezug auf diese nämliche Curve 
fällt mit der gemischten Poloconica der beiden Geraden 



*) Allgemeiner gilt nach Nr. 129. der Satz: 

Schneidet ein KegeUdinitt die Curve von Hesse in sechs Punctenj 
so liegen die conjugierten Pole dieser Funde auf einem zweiten KegeU 
schnitt. 
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wamnmm, welche in Bezug auf die Fundameniaieurve die 
conisehe Polare von n darstellen» 

138. Beigeordneter Kegelschiiitt. Eine beliebige 
Transversale^ die dnrisfa den festen Pol 4f gezogen ist» sehneide 
die Fundamentalcurve dritter Ordnung m aiy a^, a^ and die 
eoDisebe Polare von O in m^ nnd m^. Auf derselben Trans- 
* rersale suchen wir nun die beiden Puncto % und itt^i, welche 
durch die Gleichungen 

(1) 






onts 

befirtimmt werden» oder auch durch die quadratische Gleichung: 

(2) 

- Mach deo Relationen aber, die nach §. 3. zwischen drei 
Paocfen Oi, 0%, a^ tind Ihren harmonischen Mittelpuncten mi 
■nd ffla bestehen, erhSit man: 

1 1/1.1 






IN9t|. 01912 3 

so ds^sz die Gleichung (2) auch folgendermaszen geschrieben' 
werden Jkann: 

Vom öoi/vom ^ ooi oa^ ootJ 

\,(± LVJL + i \ L'^lcro 

"'"Vom oa^/\om'^ oa^ oai oa^J 
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Laszen vrlr die Transversale skb iiiii e drehen , 9o wird 
der Ort der P«ntfte % und m^ eine Curve zvreHer Ordnung 
sein, die man den beigeordneten KegeUchnitt (eoniea satellite) 
des Poles o nennen kann*). 

Fallen die Poncte a^ und Og zusajnsneB, das beiKzl berakrl 
die Transversale die Curv« dritter Ordnueg in a^ und scbnei* 
det sie dieselbe in «i» so erbäit die Glei^buiig (3) offenbar 

den gemeinscbaftiicfaen Factor — — - — . Daraus folgt : 

Lebrsatz XV. Der beigeordnete Kegelschnitt enthält 
die sechs Puncte, in denen die Fundamentalcurve dritter 
Ordnung von den Tangenten, Me mmn um JMe aus an 
sie legen kaun^ geschnitten wird» 

FaHeu die Veiden Puncto iTii und m^ zusammen, das beiszt, 
berübrt die Transversale die conisctie Polare von In mi» so 
zeigen die Gleicbungen (1), dasz beide Puncto tax und nt^ mit 
mi zusammenfallen, das beiszt, die Transversale berObrt in 
diesem Poncte aucb den beigeordneten Kegelscbnitt. Das gibt: 

liiftlirsatE XVI. Der beigeordnete KegelschniH berührt 
die conische Polare in den ümeien, in welchen diese 
durch die gerade Volare geschnitten wird. 

a. Andere ETkllrunjg der Curve von Hesse. Aus 
dem soeben Gegebenen und dem Tbeoreme in Mr. 39^. folglu 
dasz, ivenn ein Piinct der Curve von Hesse ist, das beiszl, 
weiin die coniscbe Polare von o aus einem Paar geraden Linien, 
die sfcb "in 0' schneiden, besteht, auch ifler leigeordnete Kegel- 
firdhnitt aus einem Paar Geraden besteht, die sich in demselben 
Puncto schneiden, und zwar aus dem Paar, das durch die bei-' 
geordneten Geraden derjenigen Geraden gebildet «vird, die die 
conische Polare won o bilden. 

Jede .der beiden in 0* zusannmentreffenden Geraden, die 
einen Teil der conischen Polaren von bilden, hat also nach 
Mr. 39 6. als beigeordneten Punct den Punct o'» Daher entsteht: 



*) Was liefert die analoge Untersucliuiig für eine Curve n-ter Ordnung? 
Sie musz auf eine heigeordnete Curve (curva Satellit e) der (n — l)(n— -2)-ten 
Ordnung f&hren. Man sehe: Salmon, Higher plane eurves, p.es — 69. 
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Lehrsatz XVII. Die Curve von Hesse ist der Ori 
der Puncie, die den Geraden, welche die Curve von Cay- 
iey berühren^ beigeordnet sind. 

b. Neae Erklärung der Curve von Cayiey. Man 
erhält eine andere Erklärung der Curve von Cayiey, wenn 
man heachtet, dasz (Fig. 8) der Punct u nach Nr. 133. der Tan- 
gentialpunct von o' — und auch von o — in Bezug auf die 
Curve von Hesse ist, und dasz, da die Geraden o(a, 6» tt, tt') 
ein harmonisches Stralenbüschel bilden, die Gerade 00' die 
gerade Polare von u* in Bezug auf die conische Polare von o' 
Ist. Daraus folgt nämlich: 

Lehrsatz VIII. Die Curve von Cayiey ist die Ein- 
hüllende der gemischten geraden zweiten Polaren %weier 
Puncte der Curve von Hesse, von denen der eine der 
Tangentialpunct des andern ist*). 



§. 23. 

Bfisebel Ton Canren dritter Ordnimfl^ mit deii«elbeii 

Wendepnneten« 

139. Harmonische Polare eines Wendepunctes ei- 
ner Curve dritter Ordnung. Aus dem Theoreme in Nr. 71., 
auf eine Fundamentaicurve dritter Ordaung Cg angewendet, folgt, 
dasz, wenn man durch einen festen Punct i dieser Curve eine 
beliebige Transversale legt, die sie in den beiden andern Pnn- 
cten ii und i^ scbnei(|ety der Ort des in Bezug auf ii und i^ 
Gonjugierten harmonischen Punctes von i die conische Polare 
von t* ist. 

Ist aber i ein Wendepunct der Fundamentaicurve, so zer- 
legt sich nach Nr. 80. die conische Polare in die Tangente des 
Wendepunctes und eine andere Gerade /, die nicht durch i 
geht. Daraus folgt: 

Lehrsatz I. Der Ort der conjugierten harmonischen 
Puncte eines Wendepunctes einer Curve dritter Ordnung 



*) Cayiey, A Memoir on curves eic, p. 439—442. 
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in Bezttg auf die beiden Puncie, in denen dieselbe durch 
eine um den Wendepunct sich drehende Transversale ge- 
schniiten wird, ist eine Gerade*), 

Die Gerade J, die die Fundamentalcurve nach Nr. 39c. in 
den drei Puncten schneidet, in denen diese ton den durch den 
Wendepunct gelegten Tangenten beriihrt wird, nennt man Aar- 
monische Polare des Wendepunctes t. Man darf dieselbe jedoch 
nicht mit der gewuhnlichen geraden* Polare verwechseln^ die 
bekanntlich die Wendetangente ist. 

a. Eigenschaften der harmonischen Polare. Durch 
den Wendepunct i ziehen wir zwei Transversalen^ die die Curve 
der dritten Ordnung in den Puncten a, a* und b, b* schneiden. 
Da die harmonische Polare durch die conjugierten harmoni- 
schen Puncte von t* in Be2ug auf die Punctepaare a, a'\ b, b' 
vollständig bestimmt ist» so ist sie nichts Anderes, als die Po- 
lare von }' in. Bezug auf die beiden Geraden (ab, a*b'), oder 
auch in Bezug auf das Paar (ab',afb). Nacli Nr. ] 10a. geht 
deshalb die Gerade / durch den Durchschnittspunct der Gera- 
den (ab, a*b') und durch den der Geraden (ab*, a'b). 

Fallen die beiden Transversalen zusammen, so erhSit man 
die Eigenschaft, dasz, sobald man durch den Wendepunct / eine 
Transversale legt, die die Curve dritter Ordnung in a und b 
schneidet, die Taiigenten in diesen Puncten sich auf der har- 
monischen Polare von i schneiden. 

Aus Allem» was vorhergeht, ist augenblicklich klar, dasz 
ein Wendepunct einer Curve dritter Ordnung, in Bezug auf 
diese Curve und auf seine harmonische Polare dieselben Ei- 
genschaften hat, die nach Nr. ]07. ein beliebiger Punct in Be- 
zug auf (einen Kegelschnitt und seine gerade Polare besitzt**). 

abis. Involution der Tangenten von einemPuncte 
von /an die gegebene Curve. Da zwei Tangenten der 
Curve dritter Ordnung, deren Beruhrungspuncte mit dem Wen- 
depuncte i in gerader Linie liegen, sich in einem Puncte m 
der Geraden J schneiden und mit nd und derselben Geraden J 



*) Maclauririj o. a. 0., p. 228. 
**) Chasles, Apergu historique, p. 349. 
Cremona, Ebene Curven, 15 
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ein harmoDisches Stralenbfiscbel bilden, so sind die secbs Tan- 
genten^ die man von m an die Curve dritter Ordnung legen 
kann, in Involution, der Art, dasz die Berfihrungssehne zweier 
conjugierter Tangenten durcb i geht, und die Doppelstraien der 
Involution J und $ni sind. 

ö. Die Wendepuncte liegen zu drei und drei in 
gerader Linie. Wena drei Gerade die gegebene Curve drit- 
ter Ordnung bezüglich in den Puneten i*, o, a';i, Ö9 ö'; /, c, e* 
schneiden, und wenn i, J, l und a, ö, c in zwei geraden Linien 
liegen, so sind nach Nr. 39a. auch af, ö', & in gerader Linie. 
Angenommen die drei Puncte h J» l fielen in einen einzigen 
Wendepunct 1* zusammen, so treffen sich die beiden Geraden 
abc und afb*c*j wie soeben bewiesen, auf der harmonischen 
Polare von i. Fallen auszerdem die Puncte a« b, € in einen 
zusammen, so hat dasselbe für die Puncte a'» b\ c* Statt und 
folglich haben wirr 

Lehrsatz II. Die Gerade, die %wei Wendepuncte einer 
Cmrpe dritter Ordnung enthält, geht durch einen dritten 
Wendepunct*). Die Wendetangenten in %UDei beliebigen die- 
ser drei Wendepuncte treffen sich auf der harmonischen 
Polare des dritten* 

c. Eigenschaft der harmonischen Polaren. Aus 
dieser Eigenschaft und der Definition der harmonischen Polare 
eines Wendepunctes ergibt sich, dasz, wenn 1, 2, 3 drei Wen- 
depuncte in gerader Linie sind, der conjugierte harmonische 
Punct von 1 in Bezug auf die Puncte 2, 3 auf der harmonischen 
Polare von 1 liegt, und dem analog für die übrigen; dasz da- 
tier die harmonischen Polaren der Wendepuncte 1, 2, 3 nach 
Nr. 76. die drei Geraden sind, welche die Scheitel des durch 
die drei Wendetangenten gebildeten Dreiseits mit dem Pol der 
Geraden 123 in Bezug auf dasselbe Dreiseit als Fundamental- 
curve verbinden. 

4, Fortsetzung. Den hieraus sich ergebenden Satz: 
Lehrsatz III. Liegen drei Wendepuncte 1, 2« 3 einer 



*yMaclaurinf <r. a. 0., p. 231. 
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Curve dritter Ordnung in gerader Linie, so schneiden sich 
die drei harmonischen Polaren J^, Xj,, J.^ in demselben 
Puncte, 

kann man auch folgendermaseen beweisen. Es seien Ji% J^, 
J^' die Wendetangeoten der Fuiidamentalcurve in den drei ge- 
nannten Wendepuncten. Die Paare von Geraden J|, J^'i J^ 
J%% «^39 ^^ sind die coniscben Polaren eben dieser dreiPuncte> 
und diese Kegelschnitte miiszen nach Nr. 130 a. demselben 
Viereck umgeschrieben sein, deszen Scheitel die Pole der 
Geraden 123 sind. Das heiszt^ die Geraden J^, J^* müszen 
durch die vier Puncte Ji*'J^y ^i'^t* Ji"^%> ^i'^% gehen. Die 
Tangenten in zwei der Wendepuncte 1» 2> 3 treffen sich aber 
anf der harmonischen Polare des dritten, das heiszt, J^ geht 
durch den Punct Ji'J^\ und folglich geht J^ auch durch den 
Punct J| Vt» w. z. b. w. 

Hieraus folgt weiter: 

Lehrsatz IV. Die vier Pole einer Geraden, die drei 
Wendepuncte der Curve dritter Ordnung enthält, sind die 
Scheitel des Dreiseits, das durch die correspondierenden 
Wendetangenten gebildet wird, und der gemeinschaftliche 
Durchschnittspunct der harmonischen Polaren der drei 
Wendepuncte*). 

e. Die Berührungspuncte der Tangenten von d.rei 
Pancten der harmonischen Polaren dreier Wende- 
puncte liegen auf einem Kegelschnitt. Es seien J9ti, m^ 
m^ drei beliebig auf den respectiven harmonischen Polaren der 
drei Wendepuncte 1, 2, 3, die In gerader Linie liegen, ange- 
nommene Puncto. Durch jeden der Puncte m ziehe man zwei 
Tangenten an die Curve dritter Ordnung, so dasz die Berüh- 
roogepuncte mit dem entsprechenden Wendepuncte . in gerader 
Linie liegen 5 dann werden, da die drei Beruhrungss^^bnen die 
Curve in drei Pnncten 1, 2, 3 in gerader Linie schneiden, die 
andern «echs Purcbsohnittspunete» das beiszt, die Sechs Be* 
rührungspuncte der sechs Tangenten nach Nr. 39 a. auf einem 
Kegelschnitt liegen. 



*) Plücker, System der analytischen Geometrie^ S. 288. 

15* 



228 Drittes Capitel [§. 23- 

140. Weitere Eigenschaft ein^s Wendepunktes. 
Drei durch einen Wendepunct t* gelegte Transversalen niugen 
die gegebene Curve dritter Ordnung bezüglich in den Puncten 
a, af; ö, ö'; c, & schneiden, und die Gerade J, die harmo- 
nische Polare von if, in den Puncten a» h, c treffen, den 
conjugierten harmonischen Puncten von t* in Bezug auf die 
Punctepaare a, af; b, b*; c, &, Eben diese Puncte a, 16, c lie- 
gen aber nach Nr. 139. auch auf der conischen Polare von i 
in Bezug auf eine beliebige durch die sieben Puncte i, a, d', 
bi b'f C, & gelegte Cutve dritter Ordnung. Diese conische Po- 
lare lOst sich deshalb in 2vrei Gerade auf, deren eine J ist. 
Das heiszt nach Nr. 80., 4 ist ein Wendepunct und J die be- 
treffende harmonische Polare für jede beliebige Curve dritter 
Ordnung, die durch die obige)i sieben Puncte beschrieben ist*). 

a. Sycigetisches Büschel von Curven dritter Ord- 
nung.. Nach Nr. 100. hat eine Curve dritter Ordnung neun 
Wendepuncte» und zwar sind dies ihre Ourchschnittspuncte mit 
der Curve von Hess^e. Da nach Nr. 139i&. die Gerade, die 
zwei Wendepuncte verbindet, durch einen dritten Wendepunct 
^eht, so müszen durch jeden dieser neun Puncte vier Gerade 
gehen, die die acht übrigen enthalten» Daraus folgt mit Rück- 
sicht auf den eben bewiesenen Satz: 

Lehrsatz V. Jede Curve dritter Ordnung, die durch 
die neun Wendepuncte einer gegebenen Curve dritter Ord- 
nung beschrieben ist, hat in diesen Puncten ebenfalls ihre 
Wendepuncte **). 

Die Curven dritter Ordnung, die die neun Wendepuncte 
gemein haben, heiszen sydgetisch, 

b. Durch die neun Wendepuncte gehen vier Sy- 
steme von drei Geraden. Durch jeden Wendepunct der 
gegebenen CurVe dritter Ordnung gehen nach dem Vorherge- 
henden vier Gerade, deren jede zwei andere Wendepuncte ent- 
hält, folglich ist die Zahl der Geraden, die je drei Wendepuncte 



♦) Salmoriy Lettre a M. A, L, Grelle (Cr e//e« Journal, T. 39. Ber- 
lin, Beimer, 1850, S. 365). 

♦) Hesse ^ Üeber die Wendepuncte u, s. w. S. 107, 
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* 

4x9 
enthalten^ gleich — ^ = 12. Bezeichnen ivir die Wendepuncte 

durch die Zahlen 1, % 3, 4, 5^ 6, 7, 8, 9, so können wir diese 
Geraden fokendermaszen darstellen: 



123, 


148, 


157, 


169, 


456, 


259, 


268:, 


358, 


789; 


3(87; 


349; 


247. 



Hieraus ist ersichtlich , dasz diese zwölf Gerade sich in vier 
Gruppen sondern laszen, deren jede aus drei Geraden, die wir 
oben je In eine Verticale geschrieben haben, besteht und durch 
alle neun Wendepuncte hindurch geht. Durch die neun Wen- 
depuncte einer Curve dritter Ordnung gehen also vier Systeme 
von drei Graden*). Das gibt den Satz: 

Lehrsatz VI. In einem Büschel sycigeHscher Curven 
dritter Ordnung gibt es vier Curven, deren Jede sich in 
drei Gerade auflöst. 

Wir werden diese ira Folgenden durch den Ausdruck drei- 
seitige Curven dritter Ordnung (cuöiche trilatere) bezeichnen. 

Da jedes System dreier Geraden als eine Curve dritter 
Ordnung mit drei Doppelpuncten angesehen werden kann, und 
auszerdem nach Nr. 80. ein Büschel von Curven dritter Ord- 
nung zwölf Doppeipuncte enthält, so geht durch die neun Wen- 
depuncte der gegebenen Curve dritter Ordnung auszer den vier 
Systemen von drei Geraden keine weitere Curve, die einen Dop- 
pelpunct oder eine Spitze enthielte. 

141. Berührungspuncte der Curve von Hesse mit 
den Wendetangenten der gegebenen Fundamental- 
en rve. Wird der Wendepunct t* der Fundamentaicurve als 
ein Punct der Curve von Hesse angesehen, das heiszt, als 
ein Punct, der als conische Polare ein Paar gerade Linien be- 
sitzt, die sich in einem andern Puncte i* schneiden, so ist der 
nach Nr. 1366. zu t* conjugierte Pol t' der Durchschnittspunct 
der Wendetangente mit der. harmonischen Polare. Nun schnei- 
den sich im Allgemeinen nach Nr. 133. die Tangenten zweier 



*} Plücker, festem der anedytischen Geometrie , S. 284. 
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conjugierter Pole der Curve von Hesse io einem Poncte dieser 
selben Curve; da auszerdem i auch für die Curve von Hesse 
nach Nr. 140a. ein Wendepunct ist^ so bat diese Curve in die- 
sem Puncte mit der Tangente eine dreipanctige Berührung, so 
dasz also die Tangente in i* die Curve von Hesse in t trifft, 
und daher die Gerade, welche Wendetangente der Fundamen- 
talcurve im Wendepuncte i ist, auch gemeine Tangente der 
Curve von Hesse im conjugierten Pole i* isf^). 

Diese Eigenschaft kann man auch aus der allgemeinen 
Theorie in Nr. 118 r. und 1196. schlieszen, aus denen noch folgt, 
dasz alle conischen Polaren, die durch i' gehen, in ihm eine 
dreipunctige Berührung eingehen. 

a. Gemeinschaftliche Tangenten der Curve von 
Hesse und der Grundcurve. Jede Wendetangente der Fun- 
damentalcurve dritter Ordnung zahlt, da sie gleichzeitig eine 
gewöhnliche Tangente der Curve von Hesse ist, als %wei ge- 
meinschaftliche Tangenten. Die beiden Curven haben daher 
noch andere 6.6— 2.9 s: 18 gemeinschaftliche Tangenten. Da 
jede Tangente der Curve von Hesse zwei Pole in dem zum 
Beruhrungspuncte conjugierten Pole vereinigt hat, und die beiden 
andern nicht zusammenfallenden Pole nach Nr. 135. auf der 
Curve von Cayley^ so berübren die achtzehn gemeinschaftlichen 
Tangengenten der Curve von Hesse und der Fundamentaicurve 
dritter Ordnung diese letzte Curve in den Puncten, in denen 
sie von der Curve von Cayley geschnitten wird. 

b. Beruhrungspuncte der Curve von Hesse und 
Cayley. Sind im Allgemeinen o und & zwei conjugierte Pole, 
und vf der dritte Durchschnittspunct der Curve von Hesse mit 
der Geraden 00*y so berührt diese nach Nr. 135^. die Curve 
von Cayley im conjugierten harmonischen Puncte von u* in 
Bezug auf die beiden Puncte o und &. Sobald aber o ein 
Wendepunct der Fundamentaicurve dritter Ordnung ist, so föllt 
%( mit 0* zusammen und also nach Nr. 4. auch mit &. Folg- 
lich entstellt: 



*) Clebschy lieber die Wendetangenten der Curven dritter Ordnung. 
{Grelle- Borchardt^s Journal, T. 58., Berlin, Beimer, 1861, 8.232). 
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Lehrsatz VH. Die Cvrve von Caytey berührt die 
Curve von Hesse in^ den neun conjugierten Polen der 
Wendepuncte der Fundamenialcurve dritter Ordnung. 

e, Eigenschaft der hak'moniseheii Polaren. Eine 
Tangente der Carve von Cayley, z. B. u*r in Fig. 8., schneidet 
diese Curve in vier Puncten Oi, o^, O'i, 0'^, die nach Nr. 135. 
die Durchschnittspuncte von u'r mit den Geraden sind, welche 
die conischen Polaren von o und o* bilden. Ist ein Wende- 
punct der Fundamentaicurve« so besteht seine conische Polare 
aus der Wendetangente oo' und der harmonischep. Polare^ und 
diese Letztere ^alltjnit u'r zusammen^ dafikJifiiszi^ uf und 0' 
fWea aufeinandedrnParaus folgt, dasz von den beiden Puncten 
0\ und 0'^ der eine auf 0* (oder u') föllt, und der andere der 
Durchschnittspunct der beiden unendlich nahen Tangenten u'r 
und o'o\ der Curve von Cayley ist^ das heiszt der Berfihrungs- 
punct dieser Curve mit der Geraden u'r. Diese Gerade hat 
also eine dreipunctige Berührung mit der Curve von Cayley, 
und da dieselbe von der dritten Classe und sechsten Ordnung 
ist, also nach Nr. 99. und 100. auszer neun Spitzen keine weitere 
Singularitäten haben kann^ so folgt: 

Lehrsatz Vill. Die harmomscken Polaren der neun 
Wendepuncte der Fundamenialcurve dritter Ordnung be^ 
rühren die Curve von Cayley in den neun Rücfckehrpuncten 
dieser Curve. 



d. Reciprocität zwischen den Curven von Hesse 
und Cayley. Die Curve von Hesse und die von Cayley 
besitzen völlig redproke Eigenschaften. Nämlich: 



Eine beliebige Tangente der Curve 
von Cayley schneidet die Curve von 
Hesse in zwei correspondierenden 
Puncten, das heiszt in Puncten, welche 
denselben Tangentialpunct haben, und 
auszerdem in einem dritten Pancte, 
der der conjngierte harmonische Punct 
des Ber&hrungspunctes der Curve von 
Cayley in Besng auf die beiden 
ersten Pancte ist. (M. s. Nr. 135 c.) 



In einem jeden Pancte o der Curve 
von Hesse schneiden sich drei Tan- 
genten der Curve von Cayley, Zwei 
derselben sind correspondierende t das 
beiszt, die Yerbindungsgerade ihrer 
Ber&hrungspuncte ist eine Tangente 
der Carve von Cayley, Die dritte 
ist der conjngierte harmonische Stral 
der Tangente der Curve von Hesse 
in in Bezug auf die beiden ersten 
Tangenten. (M. b. Nr. 135 a.) 
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Aus dieser vollkoiiimeüen Reciprocität folgt, dasz die Ei- 
genschaften der Curve von Cayley aus denen der Curve von 
Hesse geschloszen werden können, und umgekehrt^ z^^.i 



Die neun Pancte t, in denen die 
Curve von He$se von ihren Wende- 
tangenten berührt wird, sind anch 
die Wendepuncte aller Curven der 
dritten Ordnung die durch dieselben 
nenn Functe gehen. 

Zu diesem Corvenbüschel gehö- 
ren vier Dreiseite, das heiszt, die 
neun Wendepuncte liegen zu drei und 
drei auf zwölf Geraden R verteilt, 
von denen sich in jedem der Functe 
t vier schneililen. 

Die Scheitel der vier Dreiseite sind 
die zwölf Puncte r*). 

Zu den Curven dritter Ordnung, 
die dieselben Wendepuncten mit der 
Curve von He sse gemein haben, ge- 
hört auch die Fundamentalcurve C,, 
in Bezug auf welche die Curve von 
Hesse der Ort der Puncte ist, die 
als conische Polare ein Paar Gerade 
haben. Die Curve von Cayley ist 
die Einhftllende dieser Geraden. 

Die Wendetangenten J* der Fun- 
damentalcurve C3 berühren dia Curve 
von Hesse und Cayley in den Pun. 
cten i\ in denen dieselben sich schnei- 
den. 



Die neun Geraden JJ welche die 
Curve von Cayley in den Spitzen 
berühren, sind die Bückkehrtangenten 
für alle Curven dritter Classe, welche 
diese neun Geraden berühren. 

Zu der Reihe dieser Curven ge- 
hören vier Dreiecke, das heiszt die 
neun Geraden J schneiden sich zu 
drei und drei in zwölf Puncten r, 
jede dieser Geraden enthält vier die- 
ser Puncte. 

Die Seiten dieser vier Dreiecke 
sind die zwölf Geraden R» 

Zu den Curven dritter Classe, 
welche, als Bückkehrtangenten die 
neun Geraden «A besitzen, gehört eine 
K^ **), in Bezug auf welche die Curve 
von Cayley die Einhüllende einer 
Geraden ist, deren erste einhüllende 
Polare (m. s. Nr. 82.) aus einem 
Pnnctepaar besteht- Die Curve von 
Hesse ist der Ort dieser Puncte. 

Die Spitzen der Curve K^ sind 
die neun Puncte i', in denen die Curve 
von Hesse und die Curve von 
Cayley sich berühren. 



142. Eigenschaften der sycigetischen Dreiecke. 
Es sei ein Curvenbiischel dritter Ordnung gegeben. Eine be- 
liebige Transversale schneidet die Curven desselben in je drei 
Puncten, die eine Involution dritten Grades bilden, und berührt 



*) Diese Eigenschaft wird sogleich in Nr. 142. bewiesen werden. 

**) Eine Definition dieser Curve als Einhüllende einer variablen Greraden 
wäre wünschenswert. 
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nach Nr. 49. in den Doppelpuncten dieser Involution vier Cur- 
ven des Buscheis. Sind die Curven des Buscheis sycigetische, 
das beiszt, haben sie die neun Wendepuncte 'gemeinschaftlich, 
und nimmt man als Transversale die harmonische Polare J 
eines Wendepunctes i au, so sind nach Mr. 139. die Durch- 
schnittspuncte dieser Geraden mit einer beliebigen Curve des 
Büschels die Beruhrungspuncte der Tangenten dieser Curve» 
die sich in i' schneiden. Es sei nun r einer der Doppelpuncte 
der Involution» so berührt die Curve des Büschels , die durch 
r geht» in ihm sowol die Transversale J als die Gerade ri, das 
heiszt sie wird in r einen Doppelpunct haben. Die einzigen 
Doppelpuncte eines sycigetischen Curvenbüscbels dritter Ord- 
nung sind aber nach Nr. 1406. die Durchschnittspuncte der 
Systeme von je drei Geraden, deren jede drei Wendepuncte 
enthält. Die Scheitel der vier sycegetischen Dreiseite, die 
durch diese Geraden gebildet werden» liegen daher zu je vier 
auf den harmonischen Polaren der Wendepuncte. 

Daraus folgt» wenn r ein Scheitelpunct eines sycigetischen 
Dreiseits ist» dasz dieser Punct auf der harmonischen Polare 
eines, jeden der drei Wendepuncte liegen musz» die auf seiner 
Gegenseite desselben Dreiecks liegen» und daraus ergibt sich : 

Lehrsatz IX. Die Durchschiättspuncle der harmofd' 
sehen Polaren der Wendepuncte %u drei und drei sind die 
Scheitel der vier Dreiseite, welche durch die %wölf Gera- 
den gebildet werden, auf denen %a drei und drei diese 
Wendepuncte verteilt liegen*). 

Wir betrachten ein beliebiges dieser sycigetischen Drei- 
seite. Die Seiten desselben enthalten die neun Wendepuncte, 
und auszerdem gehen die neun harmonischen Polaren durch die 
Scheitel. Es sei nun r einer der Scheitel» und 1» 2, 3 die 
Wendepuncte» die auf der Gegenseite desselben liegen. Durch 
r gehen nun -die harmonischen Polaren von 1» 2» 3» die nach 
Nr. 140. für alle sycigetischen Curven des Büschels einen Teil 
der conischen Polaren dieser Puncto bilden» und folglich wird 
nach Nr. 130a. für alle diese Curven die Gerade 123 die gerade 
Polare des Punctes r vorstellen. Daraus folgt: 



*) Hesse, Eigenschaften der Wendepuncte der Curven dritter Ordnung 
u,8.w, {Grolles Journal, T. 38., Berlin, Reimer, 1849, 8.257—261). 
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Lehrsatz X. Jeder Scheitel eines sydgetischen Drei- 
seits ist der Pol der Gegenseite ßr tüle Curven des sy- 
dgetischen Biischels dritter Ordnung. 

Ist r ein Scheitel eines syeegetischen Dreiseits fTiT^, 
so gehen durch r die harmonischen Polaren der drei Wende- 
puncte, die auf der Gegenseite rir^ liegen. Daher sind nach 
Nr. 139aöis die sechs Tangenten^ die man von r an der Curve 
dritter Ordnung legen kann^ auf drei verschiedene Arten in 
Involution. Für jede dieser Arten sind die Gerade, die r mit 
einem Wendepuncte verbindet, und die entsprechende harmo«- 
nische Polare die correspondierenden Doppelstralen. 

Da die harmonischen Polaren der Weodepancte für alle 
gegebenen sycigetisshen Curven dritter Ordnung dieselben 
sind, 80 liegt, wenn man eine beliebige Transversale durch ei- 
nen Wendepnnct i, der auf rir^ Hegt, zieht, der zu t* in Bezug 
«auf die Durchsebnittspunete der Transversale mit rr| und rr^ 
zugeordnete harmonische Punct nach Nr. 139. auf der harmo- 
nischen Polare von i. Hieraus folgt, dasz die rr| und rr^ con- 
jugierte harmonische Stralen in Bezug auf die Gerade ri und 
die harmonische Polare von i sind; die Doppelstralen der drei 
Involutionen, die durch die Tangenten, welche man von r an 
die gegebene Curve dritter Ordnung — und also auch an alle 
andere sycigetischen Curven — legen kann, gebildet werden, sind 
also ebenfalls in einer neuen Involution, deren Doppelstralen die 
Seiten rri, rrf, des sycigetischen Dreiseits sind. Daher der Satz: 

Lehrsatz XI. Drei Wendepuncte in gerader Linie und 
die Durchschnittspuncte dieser Geraden mit den entspre-. 
chenden harmonischen Polaren sind sechs Puncte in Invo- 
lution, 

Ebenso gibt der Satz in Nr. l39aMtf., auf das Büschel sy- 
cigetiscber Curven dritter Ordnung angewendet, den neuen Satz: 

Lehrsatz XII. Gegeben ein sycigetisches Büschel Curven 
dritter Ordtmng* Zieht man durch einen beliebig auf der 
harmonischen Polare eines Wendepunctes gelegenen Punct 
Tangentenpaare an die Curven dritter Ordnung, in der Art, 
das% die Berührungssehnen immer durch den gewählten 
Wendepunct gehen, so bilden diese an Zahl unbegrenzten 
Tangemef^aare eine Involution, deren Doppeletraien aus 



Nr. 142<~143.] Curven dritter Ordnung. 235 

der Geraden y die nach dem Wendepunci gezogen istj und 
der harmonischen Polare bestehen, 

143. Die Curve dritter Ordnung als Gurve voo 
Hesse dreier mit ihr sycigetischer Curven derselben 
Ordnung. Um die Eigenschaften eines Büschels sycigetischer 
Curven dritter Ordnung weiter zu studieren, lasz^n wir eine 
beliebige von ihnen von der harmonischen Polare J de& Wende* 
punctes t' in den Puncten m, m', m** geschnitten werden» so 
dasz also die Tangenten in diesen drei Puncten durch die Gera- 
den i{^, m\ m**) gegeben sind. Die Wendetangente derselben 
Curve dritter Ordnung im Wendepuncte i schneide die / im 
Puucte n. Dann ist die betrachtete Curve durch jeden der 
Puncte n, m, m*, m" vollständig individualisiert^ und wenn wir 
die Curve sich verändern laszen, so erzeugen die drei Puncte 
m, m*9 m" eine Involution des dritten Grades, die der einfachen, 
durch die Puncte n erzeugten Punctreihe projectivisch ist. 

Sind r, r^, r^^ Tg, die vier Doppelpuncte dieser Involution» 
so sind sie nach ^^r. 142. auch Scheitel der vier sycigetischen 
Dr.eiseite; es seien ferner s, St^ s^, s^ die Durchschnittspunicte 
der respectiven Gegenseiten mit der Geraden /. Für diese 
dreiseäligen Curven dritter Ordnung sind offenbar die Tangen- 
ten des Wendepunctes i eben die Seiten i'(«, ^j , s^ s^), so dasz 
also, so oft die beiden Puncte m' und* m'' mit r zusammenfal- 
len, auch die Punete iti und n sich mit s vereinigen. 

Die Gerade in, welche eine Curve des Büschels im W^en- 
depuncte i berührt, ist nach Nr, 141. auch Tangente der Curve 
von Hesse dieser Curve im Puncte n. Trifft also eine gege- 
bene Curve dritter Ordnung dieses Büschels die Gerade J in 
den Puncten m, m% m**^ so sind die Geraden iXi», m\ m") Tan- 
genten im Wendepuncte i für eben soviele Curven des Bü- 
schels, welche als Curve von Hesse die gegebene Curve ha- 
ben. Daher entsteht: 

Lehrsatz XIII. Eine gegebene Curve dritter Ordnung 
ist im Allgemeinen die Curve von Hesse dreier mit ihr 
sycigetischer Curven dritter Ordnung"^). 



*) Hessey Üeher die EUmiruttion der Variablen u. «• w. (^Grelles Jonmar, 
T. 28, Berlim Reimen 1844. S. 89). 
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a. Die sycigetischen Dreiseite als Curven von 
Hesse. Ist die gegebene Curve dritter Ordnung ein Dreiseit^ 
deszen einer Scheitel in r fällte und deszen Gegenseite durch 
s geht, so reducieren sich die drei Tangenten i{m', m'% im auf 
die zwei Geraden ir und ti». Die letzte dieser beiden Gera- 
den kann als Wendetangente der gegebenen Curve dritter Ord- 
nung angesehen werden, die also dann ihre eigene Curve von 
Hesse bildet; die andere Gerade ir wird in i Tangente an eine 
Curve des Büschels sein, die als Curve von Hesse das gege- 
bene Dreiseit hat. Folglich ist jede dreiseitige Curve dritter 
Ordnung ihre eigene Curve von Hesse und die noch einer an- 
dern Curve des Büschels. Das heiszt: 

Lehrsatz XIV. In einem sycigetischen Cttrvenbüschel 
dritter Ordnung gibt es vier Curven ^ deren Curven von 
Hesse die vier Dreiseite des Büschels bilden, 

b^ Die Curve dritter Ordnung als Curve von Hesse 
ihrer Curve von Hesse. Wir wollen jetzt untersuchen, ob 
es in dem gegebenen Büschel irgend eine Curve dritter Ord- 
nung gibt, welche die Curve von Hesse ihrer eigenen Curve 
von Hesse ist. Eine Curve dritter Ordnung C hat als Curve 
von Hesse eine andere Curve dritter Ordnung, deren Curve 
von Hesse eine dritte Curve dritter Ordnung C* ist. Nehmen 
wir dagegen die Curve C* beliebig in dem Büschel an, so ist 
diese die Curve von Hesse für drei Curven dritter Ordnung, 
die ihrerseits wieder Curven von Hesse für je drei Curven 
C dritter Ordnung sind. Auf diese Art entstehen durch C 
neun Curven C. Da nun die Curven C und C durch ihre re- 
spectiven Tangenten im Puncto t nach Nr. 46. individualisiert 
sind, oder auch durch die Puncto n und n', in denen diese die 
harmonische Polare / schneiden, so können wir sagen, dasz 
jedem Puncte n ein einziger Punct n* entspricht, jedem Punete 
n* aber neun Puncte n. Deshalb werden also zehnmal einan- 
der entsprechende Puncte n und n' zusammenfallen, das heiszt, 
es gibt zehn Curven dritter Ordnung, die der gegebenen Be- 
dingung entsprechen. Zu dieser Zahl geboren aber auch die 
vier sycigetischen Dreiseite; laszen wir diese also auszer Acht, 
60 entsteht: 

Lehrsatz XV. Ein sycigetisches Büschel von Curven 
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dritter Ordnung enthält sechs Curven, deren jede die 
Curve von Hesse ihrer eigenen Curve von Hesse ist*). 

144. Relationen zwischen den Abschnitten. Wir 
suchen jetzt die Relation zwischen den Abschnitten zu bestim- 
men, welche die Projectivität, die zwischen der Involution drit- 
ten Grades der Puncto m, m's m** und der einfachen Punctreihe 
der Puncto n nach Nr. 143. besteht, ausdruckt. Nehmen wir 
als Anfang der Abschnitte den Punct r, das heiszt den Schei- 
tel eines der sycigetischen Dreiseite, der auf der Geraden J 
liegt, und bezeichnen durch m einen beliebigen der drei Puncto 
m, m', m**y so kann nach Nr. 24 a. die Projectivität, um die es 
sich handelt y durch eine Gleichung von folgender Form ausge- 
drückt werden: 

!(« . m +«0^' + 3(|J . rn + j^OräP 
+ 3(y.rii + yOm \ =0, 

worin 

«, «'; l5, |S'; y, y'; (J, Ä' 

constante Coefficienten bezeichnen. Den Punct «, der nach 
Nr. 143. dem Puncte r entspricht, setzen wir als im Unendli- 
chen voraus, wie es, ohne der Allgemeinheit der Untersuchung 
Abbruch zu tun, erlaubt istJftt^Da. wir -fflrnPii. vo^ Relationen 
zwischen Doppelverhältniszen handeln, oo dflrfen wir den Pun- 
cten der Gerade J nach Nr. 18. ihre Projectionen substituieren</«^r^ 
die aus einem beliebigen Mittelpunct auf eine Gerade gemacht 
sind, die dem Stral, der durch s geht, parallel ist. 

Die drei Werte von r»i, die den Werten rii = r« = (X) 
entsprechen, roüszen unter dieser Voraussetzung die folgenden 
sein: rm^s^rsy rm':=iQy ri9i'' = 0, und hieraus ergibt sich 

Nun ist aber s nach Nr. 14t!. ein Punct der geraden Polare 



*) Salmorij Higher plane curves, p. 184. -^ Aronhold, Zur Theorie der 
homogenen JFlmctionen dritten Grades von drei Variablen, (JJrelles Jonmal, 
T. 39, Berlin, Reimer 1850, S. 153.) 



» >* 
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von r in Bezug auf jede Curve des Buscheis dritter Ordnung, 
folglich ist nach Nr. 11.: 

Da rs unendlich ist, so folgt hieraus / = 0. Gleichung (1) re- 
duciert sich also auf: 

(2) a'.rm^ + 3{ß.rn+ß*)fm*+d' = 

Die Bedingung, unter der die Gleichung (2), rm als Unbe- 
kannte betrachtet, zwei gleiche Wurzeln hat, ist 

(3) «'«.d'+4(iS.rii+/JO' = 0. 

Diese Gleichung dritten Grades in Bezug auf m gibt also die 
drei Puncto n nämlich (si, Sg^, s^), deren jedem, wie dem Puncto 
s, zwei zusammenfallende Puncte m, nämlich (r|, ra, Tg), ent- 
sprechen. 

Setzen wir in derselben Gleichung (2) rm = ni, so erhal- 
ten wir: 

(4) (c' + 3/5)rn* +3/3' . rü* + d' = , 

so dasz also jeder der Puncte n die durch die Gleichung (4) 
gegeben sind, mit einem der entsprechenden Puncte m zusam- 
menfällt. Die Punct(» n aber, die auszer s diese Eigenschaft be- 
sitzen, sind dieselben drei Puncte «|, s^y 's» die schon durch 
Gleichung (3) bestimmt sind. Die Gleichungen (3) und (4) 
mfiszen also, da sie dieselben Wurzeln haben, proportionierte 
CoeflScienten besitzen. 

Die Gleichung (4) enthält rn nicht in der ersten Potenz. 
Setzen wir also den CoefBcienten von m In Gleichung (3) der 
Null gleich, 8o entsteht 

ß.ß^^O oder /3' = 0, 

weil, wenn man ß=zO setzen wollte, der Abschnitt rn aus Glei- 
chung (2) verschwinden wurde. Die Gleichungen (3) und (4) 
sind daher: 

4/S».ra* + «'««' = 0, 
(a'+3|5)rii' + d' = 0. 
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Eiiiniiuert man aus ihnen rn, «o entsteht: 

(5) (a'-l5)(a' + 2iS)« = 0. 

Setzt man ct^=ß und der Kürze wegen d' = — 4A'.j3> oder 
setzt man a^ = — 2ß und ebenfalls der Kürze wegen d'=. — X^.ß, 
so geben die Gleichungen (3) und (4) in beiden Fällen: 

und die Wurzeln dieser Gleichung sind dann die Abschnitte 

Machen wir wieder 

k^-rn^, iJ' = 0, 
und auszerdem 

a' = /J oder 1^*=— 2/J, 

so wird die Gleichung (2) im ersten Falle: 

(7) (rill — ni)(rm + 2r»)« =s 
und im zweiten: 

(rm — ni)«{2rm + r«) = 0. 

Im ersten Falle also ftllt einer der drei Puncto m, die den 
Werten fi = (^i» ««»^s) entsprechen» mit eben diesem Puncto n 
zusammen» während die andern beiden sich in einen einzigen 
PuDct {riy r^» Ts) der von n verschieden ist» vereinigen. Im 
zweiten Falle dagegen fallen zwei der drei Puncte m, die den 
Werten n = {Si, s^, s^) entsprechen, mit n zusammen. In un- 
serer Aufgabe aber trifft nach Nr. 143. der erste Fall zu» und 
nicht der zweite; wir mfiszen daher a' = |9 annehmen und nicht 

Die gesuchte Gleichung för die Projectivität zwischen der 
Involution, die durch die drei Puncte m, m', m** entsteht, und 
der einfachen Punctreihe, welche die Puncte n bilden, kann 
also folgendermaszen geschrieben werden: 

(8) m^ + Srn.m*— 4A» = 0, 
wo X einen constanten Coefficienten bezeicbnet 
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a. Eine Curye d/itter Ordnung hat buchstens drei 
reelle Wendepuncte. Die Puncte Si, «2* ^8 ^^^^ durch die 
Gleichung (6)^ die Puilcte r^, r^» r, dagegen durch die Glei- 
chung (7) gegeben» nämlich durch: 

f7» + 2rii = 0, 
oder auch durch • 

m' + 8A» = 0. 

Folglich sind beide Systeme von vier Puncten s, Si, s^y s^ und 
^9 ^u ^2* ^3 "^^^ Nr. 27. äquianharmonische. 

Hieraus folgt, dasz, wenn t* ein reeller Wendepunct der 
sycigetischen Curve dritter Ordnung ist, zwei der vier Scheitel 
r, die auf der harmonischen Polare J liegen, reell sind, die 
andern aber nach Nr. 26. imaginär. Nach der in Nr. 141 d, ge- 
zeigten Reciprocität, werden zwei der vier Geraden R, Seiten 
der sycigetischen Dreiseite, die sich in i schneiden, reell sein, 
die andern beiden imaginär. Dasz wenigstens ein Wendepunct 
einer Curve dritter Ordnung reell sein musz, folgt offenbar 
daraus, dasz die Gesammtzahl der Durchscbnittspuncte der 
Curve dritter Ordnung mit ihrer Curve von Hesse ungerade ist. 

Es sei also 1 ein reeller Wendepunct, und von den vier 
Geraden R, (m. s. Nr. 1406.) nämlich 123, 148, 157, 169, seien 
die beiden ersten reell, die beiden andern imaginär conjugiert 
Die vier Wendepuncte 5, 7 und 6, 9 sind notwendigerweise alle 
imaginär, und gleichzeitig einer der ersten zwei immer einem der 
zwei letzten conjugiert. Es seien 5 und 9 und 6 und 7 einan- 
der respective conjugiert. Die beiden reellen Geraden 59 und 
67 und die beiden imaginär conjugierten 56 und 79 schneiden 
sich jede in einem rellen Puncte, es seien dies r und r| , die 
nach Nr. 139a. auf der harmonischen Polare des Wendepuncte« 
1 liegen. 

Da die Geraden 123 und 148 beide reell sind, so müszen 
die Wendepuncte 2, 3 und ebenso 4, 8, entweder beide reell 
oder beide imaginär conjugiert sein. Nun müszen aber die 
Geradenpaare [24, 38] und [28^ 34] die beiden andern Scheitel 
r^ und Tg liefern, die mit r und r| In gerader Linie liegen; da 
aber r« und Tg imaginär sind, so können die Puncte 2, 3, .4, 8 
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weder alle reell, noch alle imaginär sein, [das heiszt 2 und 3 
sind reell, 4 und 8 imaginär. 

Daraus folgt nun : 

Lehrsatz XVI. Von den neun Wendepuncten einer 
Curve dritter Ordnung sind nur drei in gerader Linie 
reell y während die andern zu zwei und zwei imaginär 
conjugiert sind*). 

Von den zwulf Geraden R, welche je drei Wendepuncte 
enthalten, sind vier [123, 148, 259, 367J reell, die andern nicht. 
Eins der vier sycigetischen Dreiseite hat nur einen reellen 
Scheitel, ein anderes hat drei, die beiden andern gar keinen 
Scheitel reell. 

b. Folgerung für die Curve von Hesse. Wie wir 
soeben vorausgesetzt haben, sei m einer der Puncte, in denen 
eine ^gegebene. Curve des Büschels dritter Ordnung die Gerade 
/ schneide, und es sei n der Durchschnitt derselben Geraden 
mit der Tangente im Wendepuncte i. Ferner mögen die Puncte 
tti und n die analogen Puncte für die Curve von Hesse der 
gegebenen Curve dritter Ordnung bezeichnen. Dann haben wir 
der Gleichung (8) analog: 

ri^ + Snt.fiii*— 4;L3=:0. 

Wie aber schon in Nr. 143. bemerkt wurde, geht die Curve 
von Hesse durch den Punct n, daher ist 

(9) ^• + 3rn.intt*-4^3 = 0, 

und hieraus entnimmt man, wenn n gegeben ist, den Punct n. 
Fällt z. B. n mit r zusammen, so ist rn =: oo , das heiszt n lallt 
mit s zusammen^ und ist n einer der drei Puncte r|, r^, r^, 
das heiszt, ist n durch die Gleichung 

;?^' + 8A8 = 

gegeben, so erhalt man 

2rii+rn=:0, 



*) PlücTcer^ St/8te?n der analytischen Geometrie, S. 265. 
Cremona, Ebene Curven. 16 
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das beiszt» n ist einer der drei Poncte «i, s^y s^. Daraus folgt, 
dasz die sycigetischen Curven dritter Ordnung, deren Wende- 
tangenten im WendepuDcte i darch einen der Puncte r, r^, r^, 
Tg gehen, zu Curven von Hesse die sycigetischen Dreiseite 
haben, wie wir schon oben in Nr. J43«. fanden. 

Ist umgekehrt der Punct tt gegeben, so gibt die Gleichung 
(9) nach Nr. 143. die drei Puncte w, die den drei Curven dritter 
Ordnung entsprechen, deren gemeinschaftiiche Curve von Hesse 
die Curve ist^ die dem Puncte n zugehört. 

C. Bedingungsgleichung für die Curven, die die 
Curven von Hesse ihrer eigenen Curve von Hesse 
sind. Ist die gegebene Curve dritter Ordnung eine der in 
Nr. 1436. gefundenen Curven von Hesse ihrer eigenen Curve 
von Hesse, so hat man auszer der Gleichung (9) auch noch 
folgende: 

rit* + 3r» . rS^— Al^ = 0. 

Zieht man diese von Gleichung (9) ab, und eliminiert man aus 
der resultierenden Gleichung, mit Unterdrückung des Factors 
rn — rn, der den dreiseitigen Curven dritter Ordnung entspricht, 
rn mittelst derselben Gleichung (9), so erhält man die Gleichung: 

(10) rw^—20A3.r»^- 8X6 = 0; 

eine Gleichung des sechsten Grades, welche die sechs Puncte n 
gibt, die den sechs Curven dritter Ordnung entsprechen, welche 
die Curven von Hesse ihrer eigenen Curve von Hesse sind. 

145. Die Curve von Hesse einer äquianharmoni- 
schen und einer harmonischen Curve dritter Ord- 
nung. Die vier Tangenten, die man im Allgemeinen an eine 
Curve dritter Ordnung von einem ihrer Puncte aus legen kann> 
sind, im Falle der Punct ein Wendepunct i ist, die Geraden 
i{n,mym*9m'% Das in Nr. 1316. definierte Doppelverhältnisz 
der Curve dritter Ordnung ist also das der Puncte n^ m, m\ 
m"i in denen die harmonische Polare des Wendepunctes von 
der Wendetangente und der Curve dritter Ordnung selbst ge- 
schnitten wird. 

Dies vorausgesetzt, können wir untersuchen, welche der 
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sycigetiscben Curven dritter Ordnung des gegebenen Büschels 
die in Mr. 131^. definierten äquian harmonischen /und harmoni- 
schen Curven dritter Ordnung sind. 

Ebenso wie die drei Puncte m, tn', m" durch die Gleichung 
(8) gegeben sind, so sind die vier Puncte n, m, m*, m** durch 
die Gleichung repräsentiert: 



2 "z:::a 



(11) rw +2rn.rw — 3r« .rm — 4A5.rm+4A3.rii = 0, 

die man erhält^ wenn man Gleichung (8) mit rm — rn niulti«- 
pliciert. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung^ damit Glei- 
chung (11) ein äquianharmonisches System bilde » ist nach 

Nr. 27. : 

r«(rä'+8A3) = 0, 

durcb welche Gleichung die vier Puncte r, rj, r^, r^ gegeben 
sind. Nach Nr. 144^. folgt daher: 

Lehrsatz XVII. Ein sycigetisches Curvenbüschel dritter 
Ordnung enthält vier äquianharmordsche Curven ^ deren 
Jede auch die Eigenschaft besitzt, als Curve von Hesse 
ein sycigetisches Dreiseit %u haben. 

Damit Gleichung (II) ein harmonisches System bilde , musz 
nach Nr. 6. sein : 

i^^«— 20A3.r»^— 8A6 = 0. 

Diese Gleichung fallt mit Gleichung (10) zusammen, und daraus 
folgt : 

Lehrsatz XVIII. Ein sycigetisches Curvenbüschel drit- 
ter Ordnung enthält sechs harmonische Curven, die auch 
die Curven sind, welche die Curven von Hesse ihrer ei- 
genen Curve von Hesse darstellen"^). 



*) Salmon, Higher plane curves, p. 192. 



16 
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§. 24. 

Die Curve dritter Ordnuni^ als Curve von Hesse 
dreier verseliledener STetze von Kefpelselinitteii be- 

traelitet» 

146. Eine Curve dritter Ordnung enthält drei Sy- 
steme correspondierender Puncte. Nach Mr. 143. kann 
eine beliebige gegebene Curve dritter Ordnung C3 als Curve 
von Hesse dreier mit ihr sycigetischer Curven dritter Ordnung 
angeseheil werden. Jeder dieser drei Curven entspricht ein 
Netz conischer Polaren^ so dasz als6 jede Curve dritter Ord- 
nung die Curve von Hesse dreier verschieder Netze von Ke- 
gelschnitten ist. In Bezug auf jedes dieser drei Netze ist die 
gegebene Curve dritter Ordnung nach Nr. 1326. der Ort der 
Paare conjugierter Pole, so dasz also die Puncte einer Curve 
dritter Ordnung auf drei verschiedene Arten zu zwei und zwei 
conjugiert seifi können ^ in der Art, dass je zwei conjugierte 
Puncte denselben Tangentialpunct besitzen. Daher gilt nach 
Nr. 133a. der Satz: 

Lehrsatz I. In einer Curve dritter Ordnung existieren 
drei Systeme correspondierender Puncte. 

Ist nämlich z. ß. ein Punct der gegebene Curve dritter 
Ordnung und u sein Tangentialpunct, so gehen nach Nr. 13Qd. 
von u auszer tw noch drei Tangenten aus, deren Beruhrungs- 
puncte wir respective durch 0', o", 0'" bezeichnen wollen. Wir 
haben also die folgenden drei Paare conjugierter Pole, o, 0'; 
o, o"; 0, 0'", die sich auf die drei verschiedene Netze von Ke- 
gelschnitten beziehen, welche als gemeinschaftliche Curve von 
Hesse die gegebene Curve dritter Ordnung haben. 

Indem man dieselbe Schluszfolg^rung auf jeden der Puncte 
0', 0", o*** ebenso anwendet, wie auf den Punct 0, sieht man 
sehr leicht, dasz für das erste Netz O, 0* und o", o'"; für das 
zweite o, 0" und 0'", o'; für das dritte 0, 0"' ond o', 0" con- 
jugierte Pole vorstellen. 

a. Eigenschaft des vollständigen Vierecks, das 
aus den Berührungspuncten von vier Tangenten, die 
sich in einem Punctje der Curve selbst schneiden, ge- 
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bildet ist. Es seien 0, o* und o", o*** zwei Paare conjugierter 
Pole in Bezug auf dasselbe Netz. Sehneiden sich nun die Ge- 
raden oo" und O^o'" in y und die 00"* und 0*0** in «, so sind 
auch nach Nr. 134. y und s ein Paar conjugierter Pole für das- 
selbe Netz. 

Die Puncte o, 0", y liegen in einer Geraden, folglich liegen 
nach Nr. 396. ihre Tangentialpuncte, die auch bezüglich die 
Tangentialpuncte der Puncte o\ o*'*, % sind, auf einer zweitien 
Geraden. Die Tangentialpuncte von o und o" fallen aber in 
u zusammen, so dasz damit auch der gemeinschaftliche Tan- 
gentialpunct von y u nd gmi j/i ^ zusam menfällt. Daraus ergibt sich : 

Lehrsatz IL Sind o, o', o", o*** die Berührungspuncte 
einer Curve dritte?* Ordnung mit den Tangenten, die man 
durch einen ihrer Puncte u legen kann, so liegen die 
Diagonalpuncte x, y, % des Vierecks oo*o"o"* auf dieser 
Curve y und die Tangenten in u, x, y, %, schneiden sich 
in ein und demselben Puncte derselben Curve, 

ö> Vollständige einer Curve dritter Ordnung ein- 
geschriebene Vierseite. Aus dem Satze in Nr. 134. folgt, 
wenn a, a*; 6, b* zwei Paare correspondierender Puncte der 
Curve dritter Ordnung sind, dasz es, damit diese sich auf ein und 
dasselbe System beziehen, notwendig und hinreichend ist, wenn 
der Durchschnittspunct von alf und a*ö*, sowie der von ab\ a'b 
auf der Curve liegen. Hieraus künnea wir mit Rücksicht auf 
die in Nr. 45^/. bewiesene Eigenschaft Folgendes schlieszcn: 

Lehrsatz HL Ist ein vollständiges Vierseit einer Curve 
dritter Ordnung eingeschneben, so bilden die Gegenschei- 
tel drei Paare correspondierender Puncte, die %u einem 
und demselben Systeme gehören. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar die Einteilung der vollstän- 
digen, einer gegebenen Curve dritter Ordnung eingeschriebenen 
Vierseite in drei verschiedene Systeme. 

c, Beziehungen zwischen correspondierenden 
Puncten der verschiedenen Systeme. Es seien a, a^; 
by b^ zwei Paare conjugierter Pole in Bezug auf zwei verschie- 
dene Netze. Der Tangentialpunct von a und ai sei a; 1^ der 
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von b und 62 9 ®® seien ferner c, C3, c, die dritten Durcbschnitts- 
punete der gegebenen Curve dritter Ordnung mit den Geraden 
ab, üib^y alft; dann wird c der Tangentialpunot von c und C3 
sein. Nach 6. sind also c und C3 eonjugierte Pole, aber in 
Bezug auf das dritte Netz.. Ebenso sind^ wenn die Geraden 
ab^ und Oib die Curve noch in den Puncten c^ und c^ schnei- 
den^ diese beiden Puncte eonjugierte Pole in Bezug auf das- 
selbe dritte Netz*). 

147. Beziehung zwischen vier Puncten^ die den- 
selben Tangntialpunct haben. Gegeben ist ein Punct 
und ein Büschel Kegelschi*itte ^ das einem Viereck efgh umge- 
schrieben ist. Was ist der Ort der Beriihrungspunete der Tan- 
genten, die man von an diese Kegelschnitte legen kann? 
Da man durch einen Kegelschnitt des Buscheis legen kann, 
und also auch in eine Tangente an denselben^ so geht der 
gesuchte Ort durch 0. Auszer o enthält jede Transversale, die 
durch ihn gelegt ist, noch zwei Puncte des Ortes, nämlich die 
Doppelpuncte der Involution , welche nach Nr. 49. die Kegel- 
schnitte des Büschels auf der Transversale bestimmen. Der 
gesuchte Ort ist also eine Curve dritter Ordnung, die auch durch 
^> f» ffi h geht, da man einen Kegelschnitt des Büschels so le- 
gen kann, dasz er oe in e oder of\w f, u. s. w. berührt. 

Jeder Kegelschnitt Ae& Büschels schneidet auszer in e, f, 
g, h die Curven dritter Ordnung noch in zwei Puncten m and 
m'y in denen der Kegelschnitt die Tangenten, die von o an ihn 
gelegt werden können, berührt. Nach Nr. 65. geht die Gerade 
mm', die Polare von o in Bezug auf den Kegelschnitt, durch 
einen festen Punct u, dem Gegenpunct der vier Puncte e, f, 
g, h. Geht der Kegelschnitt durch 0, so fallen die beiden 
Puncte m, m* in zusammen. Dieser Kegelschnitt berührt also 
die Curve dritter Ordnung in o, und u ist also der Tangential- 
punct von 0, 

Unter den Kegelschnitten des Büschels gibt es drei Systeme 
von zwei Geraden, nämlich die Paare Gegenseiten (ef,gh), {eg,fh). 



*) Hesse, Üeher Curven dritter Ordnung und die Kegelschnitte, toeUhe 
diese Curven in drei verschiedenen JPuncten berühren. {Grelles Journal, T. 36. 
Berlin, Reimer, 1848. S. 148— 152> 
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(eh, fg) des gegebenen Vierecks. Für jeden dieser Kegelschnitte 
fallen die Puncte m und m* in den bezüglichen Diagonalpunct 
zusammen. Daraus folgt, dasz die Diagonalpuncte o\ o", o"* 
des Vierecks der Curve dritter Ordnung angehören ^ und dasz 
die Tangenten in diesen Puncten sich in u schneiden. 

Da die Geraden o(e,f,g,h) Tangenten der Curve dritter 
Ordnung m e, f, g, h sind, so ist der Kegelschnitt^ der durch 
die fünf Puncte o, e, f, g, h geht, die erste Polare A^^ Punctes 
in Bezug auf eben diese Curve dritter Ordnung. Dem ent- 
sprechend ist der Kegelschnitt durch u, 0, o', 0", o*" die erste 
Polare von u. 

148. Die geraden Polaren eines Punctes einer 
Curve dritter Ordnung in Bezug auf die mit dieser sy- 
cigetische^ Curven gehen durch den Tangentialpunct 
des gege^beneii Punctes. Ein beliebiger Punct der gegeben 
nerf^^Ourve C3 dfitter ^Ordnung^Skdi^durch 6^ bezeichnet, Vnd'^es 
sei u der Tangentialpunct von 0. Ist K^ eine Curve dritter 
Ordnung, deren Curve von Hesse C3 ist, so besteht die co- 
nische Polare von u in Bezug auf K^ aus einem Paar Geraden, 
deren eine nach Nr. 133^. durch o geht; folglich geht die gerade 
Polare von in Bezug auf K^ durch u. Der Punct u liegt aber 
auch auf der geraden Polare von o in Bezug auf C3, weil 
diese letzte Curve in von der Geraden ou berührt wird. In 
u schneiden sich also nach Nr. 84c. alle geraden Polaren von 
o in Bezug auf alle Curven dritter Ordnung, die durch die 
Durcbschnittspuncte der Curven £3 und K^ beschrieben sind. 
Daraus folgt: 

Lehrsatz IV. Berührt eine Gerade eine Curve dritter 
Ordnung in und schneidet sie einfach in einem andern 
Puncte u, so gehen die geraden Polaren von in Bezug 
auf alle mit der gegebenen Curve dHtter Ordnung syci- 
getischen Curven durch den Punct «*)• 

a. Weitere Eigenschaften der geraden Polaren. 
Es seien 0, o*^0'\ 0'" die Berührungspuncte der Tangenten der 
Curve dritter Ordnung die durch u gehen. Nach dem letzten 






*) Salmon, On curves of the third order, p. 535. 
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Satze liegt ti auf der geraden Polare eines jeden dieser vier 
Piincte in Bezug auf alle sycrgetischen Curven dritter Ordnung. 
Folglich gehen die conischen Polaren von u in Bezug auf die- 
selben Curven dritter Ordnung sämmtlich durch o, 0', o", o'"*). 

Die drei Paar Gegenseiten des Vierecks oo'o''o"* sind die 
conischen Polaren von u in Bezug auf die drei sycigetischen 
Curven, deren Curve von Hesse die C^ ist, das heiszt, sie 
sind Tangenten an die drei entsprechenden Curven von Cayley. 

b, Fortsetzung. Man beachte auszerdem, dasz nach 
Nr. 146a. diePuncte o', o",.o'" die Diagonalpuncte des Vierecks 
sind, das durch die Beruhrungspuncte der durch o an die Curve 
dritter Ordnung gelegten Tangenten gebildet wird. Folglich ist o' 
nach Nr. 108^. der Pol der Geraden o**o*** in Bezug anfalle 
conischen Polaren von o für alle sycigetischen Curven dritter/ 
rdnung, u. s. w./..4v;/^^.4^-.^^^ 

tuJh^fiHfitfiMi.(mft*^lig^ Eigenschalten der Tangenten einer Curve 
r/H^,^^»^ dritter Ordnung aus drei ihrer Puncte in gerader 
MLt^^!M^&. ^*'^*®* ^® seien a, b, c die drei Puncte, in denen- eine Gerade 
^ eine gegebene Curve dritter Ordnung schneidet, und üq, «i, a^, 

Ö3; ^o> ^1» ^2» ^3 5 ^0» ^1» ^2> ^3 die Beruhrungspuncte der Tan- 
genten die sich bezuglich durch diese Puncte legen laszen. Da 
die Tangentialpuncte dreier Puncte in gerader Linie ebenfalls 
in gerader Linie liegen, so musz notwendig die Gerade, die 
einen der Puncte a mit einem der Puncte ö verbindet, durch 
einen der Puncte c gehen. Die zwölf Puncte a, b, c liegen 
daher zu drei und drei auf sechszehn Geraden**). 

Es seien Oq» ^q> ^o ^^^'^ Puncte, die aus diesen zwülf Pun- 
cten in der Art ausgewählt sind, dasz sie auf einer Geraden 
liegen, und es seien Oi, bi, Cx; ^, b.2y c^l 0^9 b^, c^ bezuglich 
die correspondierenden Puncte derselben in Bezug auf die drei 
Netze Kegelschnitte, denen die gegebene Curve, als Curve von 
Hesse angesehen, nach Nr. 146. Entstehung gibt. Nach dem 
Satze in Nr. 134. sind immer, auszer 



*) Cayley^ A Memoir on curves etc. p. 443. 
**) Plücker, System der ancdytischen Geometrie, S. 272. 
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zu je drei folgende Puncto id gerader Linie, nämlich 

«DJ ^i> €i\ öo, Ci, «i; Co, Äi, ^i; 

Oo» ^a> ^a5 *o» ^2> «a; Co, «a, ^a; 

«0» ^3» ^«; ^0> <^8> «3 5 <\)f Ä8, *3- 

Nach dem Satze in Mr. 146c. sind auszerdeni noch in ge- 
rader Linie: 

öi> ^a> ^39 «2, ^3» ^i5 «3» *i> ^^a» 

Äi? *8> ^a5 02, öl, c^; a^y ^2» ^i« 

Diese sechszehn Gerade laszen sich in acht Systeme von 
je vier Geraden verteilen, die jedesmal alle zwölf Beruhrungs- 
puncte enthalten*). 

a. Eigenschaft der Puncto a^, biy Cx* Die Puncto 
^19 ^19 ^19 die den Puncten a^y Öq, Cq in Bezug auf ein und 
dasselbe Netz entsprechen, sind nach Nr. 134. die Scheitel ei- 
nes Dreiecks, deszen Seiten der Reihe nach durch Oq, Öq, Co 
gehen, und nach Nr. 137. gleichzeitig die Berührungspuncte der 
Curve dritter Ordnung mit der Poloconica der Geraden ^o^oCq 
in Bezug auf dieses Netz. Nach Nr. 39. schneiden sich daher 
die Geraden, welche die Puncto a^, öi, c^ mit den Scheitel- 
puncten des Dreiecks verbinden, das durch die drei Tangenten 
aai , l^^i , CCi gebildet wird, in ein und demselben Puncto **). 

Es ist überflfiszig, daran zu erinnern, dasz dieselbe Eigen- 
schaft auch für die Puncto a^ Ö2» C^ und a^, 63, C3 Platz greift, 
welche den Puncten Oq, Öq» Cq in Bezug auf die beiden übri- 
gen Netze entsprechen. 



*) Hesse, Ueber Ourven dritter Ordnung u, s, w., S. 158. Die acht 
Systeme von vier Gera4eii sind die folgenden: 

a^b^CQ, a^fi^CQ, b^c^a^, &o<^x<*i » ^^,«161, c^Oibi y «o^i^^i » »o^i<^i » 

a^b^c^, «i^s^a» ^iC3<»»» ^iCa^sj Cittjög, CiG^b^, öiftjC, , Oib^c^, 

biC^a^, biC^a^, c^a^b^, Co<»a^«> Ö063C3 , aQb^c^, b^c^a^, bQC^a^, 

^ifla^a» CiG^b^; ao^2<^2» «^o^aCe 5 ^o^aö«» ^o<^»^a ? ^o^iK^ ^^«363 . 
♦♦) Plücker, System der analytischen Geometrie, S, 46. 
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b. Weitere Eigenschaften der gegebenen Puncte. 
Die Geraden üqÖq und aibi schneiden sich in einem Puncte c^ 
der gegebenen Curve, diese geht somit sowol durch die Durch- 
schnittspuncte der zwei Systeme von drei Geraden (aoo» ^^o» ^^o) 
und (a6, »0^0 9 ^o^o)' ^^^^^ durch die der beiden andern analogen 
Systeme (afli, Wi, cci) und {jX%, «i^i, «i^i). Es wird nun nach 
Nr. 50^, einen Ort der dritten Ordnung geben, der der dop- 
pelten Bedingung genügt, sowol durch die gemeinschaftlichen 

Puncte der beiden Systeme (aoo» ^^o> ^O ^^^ (^^i» ^^u ^^i) ^" 
gehen, als die Durchschnittspuncte der beiden Systeme (alb, 
^^0 9 %^o) u"^ ij^^y ^1^19 ^^i) zu enthalten. Diese beiden Be- 
dingungen werden ganz genau durch das System dreier Geraden 

(«6, [0I][10], cco) 

erfüllt, worin [Ol] den Durchschnittspunct der Geraden aa^ und 
ffbi bedeutet und [10] den Puncto in dem sich d^i und l^^o 
schneiden. Nun kann aber jeder Ort der dritten Ordnung, 
der zu dem Büschel gehurt, das durch die beiden Systeme 
(al^, a^b^, a^bo) und (ad, aibi, aibi) bestimmt wird, nicht anders 
zusammengesetzt sein, als aus der Geraden ah und einem Paar 
conjugierten Geraden der quadratischen Involution, deren Dop« 
pelstralen e^bo und äj^i sind*). Die Gerade [01][10] geht 
daher durch den Punct Co und ist nach Nr. 25a. der conjugierte 
harmonische Stral von cCq in Bezug auf a^bo und Oibi. 

c, Fortsetzung. Mittelst desselben Raisonnement findet 
man, dasz, wenn aoQ die Geraden ib^ und ftb^ in den Puneten 
[02] und [03] schneidet, und I^^q ebenso die Geraden aa^ uod 
aas in den Puneten [20] und [30] trifft, die Geraden [02][20] 
und [03][30j durch Co gehen. Folglich haben, Wenn wir durch 
[00] den Durchschnittspunct von aüQ und l^^^ bezeichnen, die 
beiden Systeme von vier Puneten: 

[00,01,02,03] und [00,10,20,30] 

gleiche Doppelverhältnisze, da sie die Durchschnittspuncte der 

*) Haben die Curven eines Büschels Kegelschnitte einen Doppelpunct 
Cq gemein, das heisrt, besteht jede aus einem Paar durch Cq gelegter Ge- 
raden, so bilden die sämmtlichen zusammengehörigen Paare von Geraden 
augenscheinlich eine Involution, deren Doppelstralen die beiden Curven des 
Büschels sind, die nach Nr. 48. in c^ eine Spitze haben. 
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beiden Transversalen aa^^y l^^o ™'^ ^i" ""^ demselben Büschel 
Geraden sind, das darch e^ geht. Hieraus folgt, dasz die an- 
harnionisehen Verhältnisze der beiden Büschel 

<^(flb> «i> Ö2> <h) ^^^ H^Qy ^1» *2> h) 
auch gleich sind, das heiszt, dasz die sechs Puncte 

[00], [11], [22], [33], a, 6 

auf demselben Kegelschnitte liegen, wie wir schon oben in 
Nr. 131a. gezeigt haben. 

Dem analog haben, da sich in Ci die vier Graden üffin 
^1^0^ ^^3 9 ^^2 schneiden, die Büschel 

gleiche Doppelverhältnisze, u. s. w., wie so eben. 

d. Eigenschaft der Durchschnittspuncte der bei- 
den projectivischen Stralenbüschel. 

Es schneiden sich im Puncte Co die Geraden [01][10], [02][20], ..; 
ebenso „ „ „ „ c^ „ „ [00][11], [22][33],..; 

ferner „ „ „ „ Cj „ „ [00][22], [33][11], ..; 

endlich „ „ „ „ Cs „ „ [00][33],[11][22],.,*). 

Die Puncte [00], [11], [22], [33], in denen sich die ho- 
inologen Stralen der beiden projectivischen Stralenbüschel 
a(ao> üi, %, 03), ^(pQ, 6|, ^2» ^3) schi^iden, bilden daher ein voll- 
ständiges Viereck, deszen Diagonalpuncte c^, c^» ^3 der Curve 
dritter Ordnung angehören, und die Berührungspuncte der drei 
Tangenten sind, die sich in c, dem dritten Durchschnittspunct 
der Curve mit der Geraden al^, schneiden. 

Fallen die beiden Puncte a und i> zusammen, so erhalten 
wir das in Nr. 146a. bewiesene Theorem wieder. 

e. Eigenschaft der Durchschnittspancte der Tan- 
genten aus zweiPuncten einer gegebenen Curve drit- 



*y In jedem der Pimcte c schneiden sich sechs, de1| Geraden [01]^ [10] 
analoge gerade Linien. 
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ter Ordnung. Die Puncte a und f^ sind die Mittelpuncte 
zweier projectivischer Stralenbüschel, in denen die Geraden 
<<(^»^i> ^2* ^) ^^^ Geraden i(ÖQ, öi, b^ b^) entsprechen. Man 
ziehe durch a eine Gerade^ die l^^^^ im Puncte {xü) schneide, 
und verbinde den Punct [jtO] mit Cq durch eine Gerade, die 
aoo iiu Puncte [Oor] treffe; dann ist ß\Qx\ die Gerade, welche 
a\aXi\ entspricht. Auf diese Art findet sich, dasz der Geraden 
al^, jenachdem sie dem Büschel a oder b angehurig betrachtet 
wird, 6co oder nCo entspricht. Die Graden aCo und.lftCo sind 
daher nach Nr. 59. Tangenten in a und i> an den Kegelschnitt, 
der durch die beiden projectivischen Stralenbüschel erzeugt wird, 
das heiszt nach Nr. 107., Cq ist der Pol der Geraden a6 in Be- 
zug auf den Kegelschnitt a»[00J[Jl][22][33]. 

Dem analog sind C|, c^, C3 die Pole der Geraden (A in 
Bezug auf drei andere Kegelschnitte, die durch a und Iß, sowie 
durch die Durchschnittspuncte der Tangenten gelegt sind, die 
sich in a und Ib schneiden (m. s. Nr. I3ia.)> Folglich entsteht: 

Lehrsatz V. Die Tangenten, die man durch zwei Puncte 
a und 6 einer Curve dritter Ordnung an dieselbe legen 
kann, schneiden sich in sechszehn Puncten [xy\, welche 
%u vier und vier in vier Kegelschnitten liegen, die durch 
a und b gehen. 

L*ehrsatz VI. Die Pole der Geraden ab in Bezug auf 
diese Kegelschnitte liegen auf der Curve dritter Ordnung, 
die in ihnen von vier Geraden berührt wird, welche sich 
in c, dem dritten Dur^schnittspuncte der Geraden «1^ mit 
der Curve dritter Ordnung, treffen. 

Lehrsatz VII. Die Pole von ab in Bezug auf drei be- 
liebige der vier Kegelschnitte sind die Diagonalpuncte des 
vollständigen Vierseits, deszen Scheitel die vier Puncte 
[xy^ sind, welche auf dem vierten Kegelschnitt liegen*). 

. f. Durchschnittspuncte der couischen Polare von 
Co mit der Fundamentalcurve. Die couische Polare von 
Cq schneidet, auszer dasz sie die Curve dritter Ordnung in Co 



*) Salmon, Thiorhmes sur les coutbes de troisi^e degr€, p. 276. 
Higher plane curves, p. 134. 
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berührt, dieselbe noch in p, q, r, s, und jeder Kegelschnitt der 
durch Py q, r, s geht, schneidet die Curve dritter Ordnung In 
zwei weiteren Puncten, die mit c, dem Tangentialpunct von c^^ 
nach Nr. 147. in gerader Linie liegen. Der Kegelschnitt also, 
der durch p, q, r, 8 und a beschrieben ist, enthält auch den 
Punct ^, 

Bekanntlich hat das vollständige Viereck pqrs seine Dia- 
gonalpuncte in c^, c^^ c^, das heiszt in den Puncten, die nach 
146a. mit Cq den Tangentialpunct gemein haben. Daraus folgt, 
dasz das Dreieck C1C2C3 jedem Kegelschnitt, der dem Viereck 
pqrs umgeschrieben, conjirgiert ist. 

Da aber Ci , r^t C3 auch die Diagonalpuncte des^Vierecks 
[00][1)][22][33] sind, so ist das Dreieck C1C2C3 ebenfalls dem 
Kegelschnitt conjugiert, auf welchem die sechs Puncte a, i, 
[00], [11], [22], [33] liegen. Folglich geht nach Nr. 108^. die- 
ser Kegelschnitt auch durch p, q, r, «*). 

150. Drei Systeme Kegelschnitte berühren die 
Fundamentaicurve in drei Puncten. V^^enn man in der 
allgemeinen Methode in Nr. 67 r., um den Gegenpunct von vier 
Puncten einer Curve C3 dritter Ordnung zu construieren, an- 
nimmt, dasz durch paarweises Zusammenfallen, dieselben sich 
auf zwei a und b reducieren, so wird der Gegenpunct c mit 
den Tangentialpuncten a und 1^ von a und b in gerader Linie 
liegen, das heiszt, er ist der Tangentialpunct des dritten Durch- 
scbnittspunctes c der Fundamentaicurve mit der Geraden ab. 
"Jede Gerade durch c schneidet die Curve dritter Ordnung in 
zwei Puncten m und n, durch welche ein Kegelschnitt geht, 
der in a und b dieselbe Curve berührt. Fallen daher die Puncte 
m und n zusammen, so haben die Curve dritter Ordnung und der 
Kegelschnitt unter sich drei zweipunctige Berührungen. Durch 
c gehen vier Gerade, die C^ berühren. Einer der Beruhrungs- 
puncte c liegt mit a und b in gerader Linie; die drei andern 
seien Ci, c^, C3. Wir betrachten den Kegelschnitt, der in den 
Puncten a, b, Ci berührt. Die Puncte c und Ci sind in Bezug 



*) Samuel RobertSy On the intersections 0/ tangents drawn through 
two pointa on a curve of the third degree. (Quarterly Journal of pure and 
applied Mathematics vol. 3, London 1860, p. 121). 
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auf eines der drei Netze^ deren Curve von Hesse nach Nr. 146. 
die gegebene Curve dritter Ordnung ist> conjugierte Pole, und 
ist bi der conjugierte Pol von b in Bezug auf dasselbe Netz, so 
geht die Gerade biCi durch a^ und die beiden bCi und biC treffen 
sich in Hi, dem nach Nr. ]34. dem Puncte a für dasselbe Netz 
conjugierten Pole. Das heiszt, wird die Curve dritter Ordnung 
in a, by Ci von einer Curve zweiter Ordnung berührt^ so liegen 
die in Bezug auf eines der drei Netze conjugierten Pole a^» 
bif c von a, b, Ci in gerader Linie. In Bezug auf dieses Netz 
ist also diese Curve zweiter Ordnung nach Nr. 137. die Polo- 
conica der Geraden üibiC, Sind dem entsprechend a^y b^ und 
a^, b^ die correspondierenden Puncte von a, b in Bezug auf 
die beideh andern Netze> so sind die Kegelschnitte, die in a, 
by €^ und a, b, c^ berühren, die Poloconiken der Geraden a%b^e 
und a^b^c in Bezug auf die erwähnten beiden Netze. 

Folglich haben wir: 

Lehrsatz VIH. Die Kegelschnitte , welche eine Curve 
dritter Ordnung in drei Puncten berühren, verteilen sich 
in drei Systeme, bezüglich auf die drei Netze, deren gcr 
meinschaflliche Curve ton Hesse die gegebene Curve drit- 
ter Ordnung ist. 

Die sechs Berührungspuncte zweier Kegelschnitte dessel- 
ben Systems liegen auf einem schneidenden Kegelschnitt, und 
umgekehrt, beschreibt man durch die Berührungspuncte eines 
Kegelschnittes eines bestimmten Systems beliebig eine Curve 
zweiter Ordnung, so schneidet diese die Curve dritter Ordnung 
in drei neuen Puncten, in denen dieselbe von einem zweiten Ke- 
gelschnitt desselben Systems berührt wird (m. s. auch Nr. 137a.). 

Soll eine Poloconica durch zwei Puncte und p' gehen^ 
so wird die Gerade, der sie entspricht, nach Nr. 136a. die ge- 
meinschaftliche Tangente der conischen Polaren von o und o' 
sein. Zwei Kegelschnitte haben aber vier gemeinschaftliche 
Tangenten, folglich gehen durch zwei gegebene Puncte zwölf 
Kegelschnitte, für jedes System vier, die drei zweipunctige 
Berührungen mit der gegebenen Curve dritter Ordnung haben. 

Nach Nr. 137. hat die Policonica einer Wendetangente für 
jedes der drei Netze eine sechspunctige Berührung mit der 
Curve von Hesse. Folglich gilt: 
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Lehrsatz IX. j^^ gibt siebenund^wan%ig Kegelschnille, 
für jedes System neun, die eine sechspunctige Berührung 
mit der gegebenen Curve dritter Ordnung eingehen"^). 

Die ßerührungspuncte $ind diejenigen ^ welche in den drei 
Systemen den neun Wendepuncten entsprechen^ das heiszt, 
sie sind nach Nr. 39J. die Puncte, in denen die Curve dritter 
Ordnung von* den Tangenten^ die man durch durch einen Wen- 
depuncte legen kann, berührt wird. £inen beliebigen dieser 
Puncte nennen wir p, q oder r, jenachdem er dem ersten, zwei- 
ten oder dritten Systeme angehurt. 

Drei Weiidepuncte in gerader Linie und die neun Puncte p, 
qy r, die ihnen in den drei Systemen entsprechen, bilden einen 
Coniplex von zwulf Puncten, auf die man die in Mr. ]49. gefun- 
denen Eigenschaften .anwenden kann. Auf diese Weise folgt: 

Lehrsatz X. Jede Gerade, die zwei Puncte p dessel- 
ben Systems verbindet, geht durch einen Wendepunct; 

Lehrsatz XI. Jede Gerade ^ welche zwei Puncte p, q 
von verschiedenen Systemen verbindet, schneidet die Curve 
dritter Ordnung in einem Puncte r des dritten Systems. 

Auszerdem folgt nach Nr. 137 a.: 

Lehrsatz XIL Die sechs Puncte p, die in demselben 
Systeme sechs Wendepuncten entsprechen, die auf zwei 
Geraden liegen, liegen auf einem Kegelschnitt"^*). 



*) Steiner^ Geometrische Lehrsätze. (CrcZZes Journal, T. 13., Berlin, 
Reimer, 1846, S. 132). 

**) Hesse j Ueber Curven dritter Ordnung u. s. w. S. 165 — 175. 

Auszer den in diesem und dem letzten Paragraphen citierten Abband- 
langen sehe man noch folgende ein: 

Möbius, Ueber die Grundformen der Linien der dritten Ordnung (Ab- 
handlungen der Königl. Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften, I. Bd., 
Leipzig 1849. S. 40.). 

Bellavitis, Sulla classißcazione delle curve del ter^ ordine. (Memorie 
della Societk. Italiana delle science, t. 25., parte 2., Modena, 1851, p. 33). — 
Sposissione dei nuovi metodi di geometria anaUtica, (Memorie dell' Istituto 
Vencto, vol. 8., Venezia 1860, p. 342). 
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Es seien zwei projectivische Curvenbüschel gegeben. Die 
Curven des ersten Büschels haben in einem ßasispuncte o ein 
und dieselbe Tangente» und es sei o auch auf der Curve des 
zweiten Büschels gelegen» die der Curve des ersten Büschels 
entspricht» für welche O ein Doppelpunct ist. In Nr. ^tb. ist 
bewiesen, dasz der Ort der Durchschnittspuncte der entspre- 
chenden Curven zweimal durch o geht, wir wollen jetzt unter- 
suchen, welches die beiden Tangenten dieses Ortes im Doppel- 
puncte sind. 

Lemma. Es sien {Ü, F, IT, ....), (F', F', fF',....) die ent- 
sprechenden Curven zweier projectivischer Büschel von der- 
selben Ordnung n, die eine Curve K von der Ordnung 2n er- 
zeugen» welche durch die ßasispuncte der beiden Büschel 
hindurchgeht. 

Die Curven ü, ü' erzeugen ein neues Büschel, deszen ßa- 
sispuncte auf K liegen. Eine Curve (/" des letzten Büschels 
schneidet K in noch andern ffi Puncten, und beschreibt man 
durch diese und einen beliebigen andern festen Punct auf K 
eine Curve n-ter Ordnung, so schneidet diese nach Nr. 54a. 
K in andere n^ — 1 festen Puncten, was auch U" sei. Ist der 
beliebig fixierte Punct ein Basispnnct des Büschels VV\ so biU 
det er mit den übrigen n^ — 1 ^steq Puncten die Basis von 
VY*, Die Curve ü schneidet nSml i oL K in 2n^ Puncten von 
denen n^ auf ü' liegen, und die andern n^ auf F. Ebenso 
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schneidet ü* K in 2n^ Puncten^ von denen n^ auf J] liegen und 
die andern n* auf Y\ £ine beliebige Curve U" des Buscheis UV* 
schneidet daher K in anderen n^ Puncten, die auf einer Curve 
F" des Büschels YV* liegen. Die Büschel ([/, V*, 17",....) und 
(F, F', F", ....) sind folglich projectivisch, und die von Ihnen er- 
zeugte Curve ist ebenfalls K, 

Dem entsprechend liegen die ziveiten n^ Durchschnitts- 
puncte von l]** und K auch auf einer Curve W* des Büschels 
WW\ und auf diese Weise erhalten wir ein neues Büschel 
(U*\ F", fT", ....)> das den gegebenen projectivisch ist, und des- 
zen Basispuncte auf iTliegen. Da nun die Curven Z7", F", PF", .... 
bezuglich zu den Büscheln IJV'y W, WW', .... gehören, deren 
Basispuncte sämmtlich auf JT liegen, so erzeugt das neue Büschel 
(ü'\ V"y IV", ,.,») mit einem oder dem andern der gegebenen 
zusammen dieselbe Curve K» Daraus folgt: 

Lehrsatz. Gegeben zwei projectivische Cvrvenbüschei 
(ü, V, TF, ....), (Ü', V% W, ....) von derselben Ordnung, die 
eine Curve K erzeugen. Ist V* eine beliebige Curve des 
Büschels ÜD', so laszen sich andere Curven F", W" .... 
bestimmen, die bezüglich zu den Büscheln VV% WW'..... 
gehören und mit U" ein neues Büschel angeben, das den 
gegebenen projectivisch ist und mit jedem derselben zu- 
sammen dieselbe Curve K erzeugt. 

Es seien jetzt (U, F, ....), (IJ*^ F', ....) zwei projectivische 
Curvenbüschel von beliebiger Ordnung, und K die Curve, die 
sie erzeugen. Unter Annahme zweier willkürlicher Curven L 
und L betrachten wir die projectivischen Büschel {ÜL, VL, ....), 
iü'L\ Y*L\ ....), die durch Verbindung jeder Curve des einen 
oder andern gegebenen Büschels mit der Curve L oder L' ent- 
stehen. Der von den beiden neuen Büscheln erzeugte Ort ist 
offenbar der Complex der drei Curven K, L, L, Die Ordnungen 
der Linien L, L' seien nun so ausgewiihlt, dasz die beiden 
neuen Büschel von gleicher Ordnung sind, dann können wir 
nach dem vorhergehenden Lemma ein neues Büschel (tt, X>, ....) 
construieren, das dem vorhergehenden projectivisch ist« deszen 
Curven bezüglich den Büsc;|ip]n (VL, V'L\ ...), {VL, V'U, .), .... 
angeboren und so beschaffen sind, dasz das neue Büschel ^lit 
dem vorhergehenden {V*L*, V'L\ . . . .) den Ort KLL* erzeugt. 

Cremona, Ebene Curven. 17 
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Daraas folgt, dasz die beiden projectmschen Büschel (tt, D, ....) 
und (0', F', ...,) den Ort £L erzeugen. 

Wir setzen jetzt voraus^ alle Curven des Büschels (U, V, ....) 
berührten eine und dieselben Gerade R in demselben Puncte 
0, und V sei die Curve, für welche o ein Doppeipunct ist. Die 
entsprechende Curve V* gehe ebenfalls dur«h o. Dann hat die 
Curve K in einei^ Doppeipunct, und wir suchen jetzt die bei- 
den Tangenten zu bestimmen. 

Man wähle für L eine Linie, die nicht durch o geht, und 
L* sei aus der Geraden R und einer ebenfalls nicht durch o 
gehenden Curve zusamengesetzt. In diesem Falle haben die 
Curven des Büschels (UL, Ü*L\ ....) in o dieselbe Tangeute R^ 
und mlan nehme jetzt für Vi die Curve dieses Büschels, welche 
zweimal durch o geht. Der Punct ist für die beiden Curven 
VLy V'L* ein Doppeipunct, er ist es also auch fSr alte Curven 
des Büschels (FZ, V'U), unter denen sich auch 1> befindet. Die 
Curve K wird gleichzeitig mit L durch die Büschel {ü\ F'), 
(II, V) erzeugt, und deshalb sind nach Nr. 52., ivenn man r = 0, 
r'=:2 setzt, die Tangenten von K m o die Tangenten derje- 
nigen Curve V des zweiten Büschels im nämlichen Puncte, 
welche derjenigen Curve Y* des ersten Büschels entspricht, die 
4urch geht. 

Da 9 dem Büschel (FZ, F'£0 angehört, so sind die beiden 
Tangenten in O an JT conjugierte Elemente in einer quadrati- 
schen Involution, in der die Tangenten von F unter sich eon- 
ugiert sind, und die Tangente von F der conjugierte Stral von R. 
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Der Satz in Nr. 14. genügt zur Bestimmung des Ausspru- 
ches in Nr. 69 c. unmittelbar nur dann, wenn die Fundamental^ 
curve ein System von Geraden Ist, die durch denselben Punct 
gehen. Wir haben daher die Verpflichtung, hier einen alfge- 
gemeinen und vollständigen Beweis zu liefern. Zu demselben 
setzen wir, wie es erlaubt ist, folgende Lemmata voraus: 

Lemma 1. Die Polare (es werden hier ^ieis erste Po- 
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laren verstanden) eines beliebigen Poies geki durch die 
Doppelpuncte der Pundamentalcurve. (Dies folgt tinmittel« 
bar aus Nr. 16.). 

Lemma ^2. Die Polaren eines gegebenen Bundes in 
Be%ug auf die Curven eines Büschels bilden ein anderes 
Büschel (iNr. 84 «.)• 

Lemma 3. Ist die Fundamentalcurve aus einer Gera- 
den und einer andern Curve zusammengesetsbt, und der 
Pol wird auf eben dieser Geraden angenommen^ so isl die 
Polare aus der gegebenen Geraden und aus der Polare 
in Bemg auf die %weite Curve zusammengesetiU. (Dies 
folgt unmittelbar aus der Definition der Polaren und aus 
Nr. 17.) 

Lemma 4. Läsf&l man durch die tfi Puncte, in denen 
eine Curve der n-ten Ordnung durch n Gerade^ die durch 
einen Puncl o gehen, geschnitten wird, eine %weite Curve 
derselben Ordnung hindurchgehen , so hat der Punct o 
für beide Curven dieselbe Polare. (Dies folgt augenblick- 
lich, da die Polaren von Q in Bezug auf beide Curven auf 
jeder der n gegebenen Geraden n— 1 Puncte gemein haben). 

Es sei also jetzt eine Fundamentalcurve Cn der »-ten Ord«- 
nung und zwei beliebige Puncte und o' gegeben« Wir be-* 
zeichnen dta'ch P09' die Polare von in Bezug auf die Polare 
von 0* und dem analog durch Poo die Polare von 0' in Bezug 
auf die Polare von o und wollen nun beweisen» dasz die Curven; 
P90' und Po'9 zusammenfallen. 

Man ziehe durch 0* eine beliebige Gerade iß, und es sei Jn 
das Büschel der n Geraden, die von o nach den u Durchschnitts- 
puncten von Cn und R gezogen werden können. Die überblei- 
benden n(n— :1) Durchschnittspuncte der Orte Cm und /„ Hegen 
nach Nr. 43b. alle auf einer Curve Cn— 1 der («'-l)-ten Ordnung. 
Da Cn dem Büschel (•/«, RCn^i) angehört, so gehört die Polare 
von 0* in Bezug auf (7« nach Lemma 2. zu dem Büschel (qpn—i, 
ÄFw-a), worin g?«-i das Büschel der n — 1 nach Nr. 20. in o 
zusammenlaufenden Geraden bezeichnet, die die Polare von 
in Bezug auf Jn bilden , und Fn-i die Polare von o* in Bezug 
auf €n~i ist. Diese Curve Tn-a bildet nach Lemma 3. mit R 

17* 
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zusammen die Polare von o'in Bezug an f die zusammengesetzte 
Curve ECh^i» Gemäsz Lemma 4. folgt ferner, dasz die Curve 
Poo' nichts Anderes ist, als die Polare von o in Bezug auf 
jßrit~2, das heiszt, sie geht nach Lemma I. durch die n — 2 
Durchschnittspuncte von Jni-2 und IL 

Da Cn dem Büschel (Jn, RCn-i) angehurt, so föllt nach 
Lemma 4. die Polare von in Bezug auf Cn mit der Polare 
von in Bezug auf RCn-i zusammen und geht foFglicb nach 
Lemma L durch die n — 1 Ourschschnittspuncte von d-i und 
R, Die Curve Po'o geht daher durch die n — 2 harmonischen 
Mittelpuncte des durch die Durchschnittspuncte von Cn—i und 
R gebildeten Systems in Bezug auf den Pol 0^ das heiszt, sie 
geht auch durch die n — 2 Durchschnittspuncte der Curve Fn-^, 
mit R, 

Aus Allem folgt, dasz die Polaren Poo' und Po'o n — 2 Puncte 
auf einer beliebigen, durch den Punct o' gelegten Transversale 
gemein haben. Diese beiden Polaren fallen daher in eine ein- 
zige Curve der (n — 2)-ten Ordnung zusammen. 

Es seien nun o, o% o", ...., o(/'), fi-|-l beliebige Puncte der 
Ebene, und man bezeichne durch Poo'o" die Polare von o in 
Bezug auf Po'o"$ durch Poo'o"o"' die Polare von o in Bezug auf 
Po'o"o"'9 u. s. w. Aus dem eben bewiesenen Satze erhält man 
dann augenblicklich« dasz die Polare Po'&'o"' ..,.o^^ dieselbe 
Curve bleibt, in welcher Ordnung man auch die Pole o, o', 
o'^...., 0^ nimmt Nimmt man jetzt noch an, dasz r dieser 
Puncte in einen o zusammenfallen, und die überbleibenden 
fi + 1 — r=^r* sich ebenfalls in einen o* vereinigen, so hat man 
den allgemeinen Satz: 

Lehrsatz. Für eine beliebige Fundatnentaleurve fäiii 
die r-te Polare eines Punctes o in Besug auf die r'^te 
Polare eines andern Puncles o' mit der r'-ten Polare von 
0* in Bezug auf die r-te Polare von o zusammen*). 



*) Bei diesen und andern Zusätzen bin ich sehr wirksam durch die 
lehrreiche Correspondenz mit meinem berühmten Freunde Dr, Hirst geför- 
dert worden, deszen freundliche Unterstützung ich hier dankend anerkenne. 
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Xu Hr. 88. 

Bezüglich der Bestimmung der Doppelpuncte eines Büschels, 
wollen wir den schon betrachteten Fällen Nr. 88^.^^., c. andere 
von etwas allgemeinerem Charakter hinzufugen. 

a. Die Curven des gegebenen Büschels n-ter Ordnung 
haben einen r-fachen Punct o gemein, und o\ o" seien zwei 
beliebig auf der Ebene festgelegte Puncte. Die Polaren Ton 
o in Bezug auf die gegebenen Curven haben in o einen r-fachen 
Punct mit denselben Tangenten als die gegebene Curve, und 
diese Tangenten bilden eine Involution des r-ten Grades. Die 
Polaren von o* haben dagegen in o einen (r — l)-facben Punct 
und ihre Tangenten werden in einer Involution des (r — l)-ten 
Grades gruppiert sein. Die beiden Involutionen sind projecti- 
viscb, und eine beliebige Gruppe der zweiten ist nach Nr. 74. 
die Polare von o' in Bezug auf das Geradenbüschel, das die 
entsprechende Gruppe der ersten bildet. 

• 

Die Polarenbüschel von o und o' in Bezug auf die gege- 
bene Curven erzeugen eine Curve der 2(n— l)-ten Ordnung, die 
in einen (2r — l)*fachen Punet hat, und deren Tangenten die 
nach Nr. 52. beiden Involutionen gemeinschaftlichen Stralen bil- 
den. Diese gemeinschaftlichen 8tralen sind nach Nr. 19. offenbar 
die Gerade oo' und die Doppelstralen der Involution r-ten Grades. 

Dem entsprechend erzeugen die Polare von o und o" eine 
zweite Curve der 2(n — l)-ten Ordnung, die (2r— l)-mal durch 
o geht und dort von der Geraden 00*' und den Doppelstralen 
der obenerwähnten Involution r-ten Grades berührt wird. 

Da nun die beiden Curven der 2(n— l)ten Ordnung einen 
(2r — l)-fachen Punct o und in ihm 2(r— 1) gemeinschaftliche 
Tangenten haben, so zählt für (2r— l)2-f2(r>-l) ihrer Durch- 
schnittspuncte. Aber o gilt auch ßir r^ Basispuncte des Po- 
larenbüschels von o; folglich hat man, da 

(2r- I)«+2(r-l) - r« = (r- l)(3r f 1) 

ist, den Satz: 

Lehrsatz 1. Wenn die Curven eines Büschels einen 
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r-fachen Punct gemein haben, so zählt dieser für (r-l)(3r+ 1) 
Doppelpuncte des Büschels'*). 

ß. Wiv setzen jetzt vorauS5 dasz die gegebenen Carven im 
gemeinschaftlichen r~facheo Pancte o dieselben r Tangenten 
haben, in welchem Falle eine von ihnen, Cn^ r + l Zweige hat« 
die sich in o schneiden. 

Die Polaren von haben in einen r^fachen Punct mit 
denselben Tangenten , wie die gegebenen Curven, die Polare 
von Cn aber wird in o einen (r-i-iyhchen Punct haben. Die 
Polaren von o* haben In o einen (r— ])-fachen Punct mit Allen 
gemeinschaftlichen Tangenten. Diese sind die Geraden, welche 
in Bezug auf das Tangentenbüschel der gegebenen Curven In 
die Polare von o' bilden. Die Polare in Bezug auf Cn aber 
geht r-mal durch o. Die beiden Polarenbüschel erzeugen also 
nach Nr. 51. eine Curve der 2(n — l)-ten Ordnung mit einem 
2r-fachen Puncto In o. 

Dem entsprechend erzeugen die Polaren von o und o'^ eine 
zweite Curve derselben Ordnung, die eine gleiche Anzahl mal 
durch geht und folglich 4r^ Durchschnittspuncte mit der ersten 
Curve hat, die sämmtlich mit zusammenfallen. Aber o gilt 
für r^-f ^ Basispuncte des Polarenbüschels für o, und o stellt 
daher r(3r — ]) Doppelpuncte des gegebenen Büschels vor. 

Fallen von den gemeinschaftlichen Tangenten durch s 
In eine einzige Gerade R zusammen, so berührt diese in o nach 
Nr. 74. s Zweige jeder Polare von o und s — 1 Zweige jeder 
Polare von o* und o'^ und folglich hat auch jede der Curven 
2(n — l)-ter Ordnung * — 1 in o mit R zusammenfallende Tan- 
genten. In diesem Falle vereinigt also o if^+s — l Durch- 
schnittspuncte dieser Curven. Das heiszt: 

Lehrsatz II. Haben die Curven eines Büschels attszer 
einem r- fachen Punct alle Tangenten in diesem Puncte 
gemein, und fallen von den letzeren s in eine Gerade zu- 
sammen, so zählt dieser Punct für r(3r— 1)+*— 1 Dop- 
pelpuncte des Büschels, 



*) In Bezug auf den einfachsten Fall dieses und des folgenden Lehr- 
satzes sehe man Cayley: Nouvelles r^cherches sur VdmincOion et la tMorie 
des courbes {Cr elU s JournaX, T. 63. Berlin, Reimer, 1868, S. 84.)* 
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Jsl 8^r, das heiszt, fallen die Tangenten aller Curven 
in in eine einsöge Gerade zusammen y so %ähll o ßr 
3r^ — 1 Doppelpuncte, 

y. Man setze nun voraus, dasz eine einzige Cnrve Cn nnter 
den gegebenen r-mal durch einen Punct gehe und in ihm 
s mit der Geraden R zusammenfallende Tangenten habe. Dann 
hat die Polare von o in Bezug auf Cn r Zweige, die durch 
gehen und mit Cn dieselben Tangenten haben. Die Polare 
eines beliebigen Punctes & in Bezug auf Cn hat in o einen 
(r— ])-fachen Punct mit « — 1 mit R zusammenfallenden Tan- 
genten. Die Büschel der Polaren von o und o* erzeugen daher 
eine Curve der 2(n — l)-ten Ordnung, die in o nach Nr. 51^. 
einen (r — l)-fachen Punct mit * — l auf R fallenden Tangen, 
ten hat. Eine entsprechende Curve und mit denselben Eigen- 
schaften ausgestattet entsteht durch die Polarenbüschel von o 
und einen zweiten beliebigen Punct o", und für diese beiden 
Curven 2(n — l)-ter Ordnung repräsentiert der Punct o (r — 1)* 
-f ^ — I Durchschnittspuncte, daher gilt der Satz: 

Lehrsatz III. Gibt es in einem Curvenbüschel eine 
Curve, die einen r-fachen Punct mit s zusammenfallenden 
Tangenten besitzt, so ist dieser Punct der Ort ßr (r— 1)* 
-f « — 1 Doppelpuncte des Büschels. 

d. Liegt 0, der r-fache Punct von Cn, auf allen Curven 
des Buscheis, die dann in ihm alle eine gemeinschaftliche Tan- 
gente haben, so gehen die Polaren von o sämmtlich durch o; 
dieser Punct ist also far jede der Curven 2(n — ])-ter Ordnung, 
die durch die Polarenbüschel entstehen, ein r-facher Punct. 
Diese Curven haben daher r^+s — 1 in o vereinigte Durch- 
schnittspuncte. Der Punct zählt nun auch für r Basispuncte 
des Polarenbüschels von o, und folglich gilt : 

Lehrsatz IV. Geht eine Curve eines Büschels r-mal 
durch einen der Basispuncte und hat dort s zusammen- 
fallende Tangenten, so zählt dieser Punct ßr r^ — r f *— 1 
Doppelpuncte des Büschels, 

Unter Anwendung der beiden letzten Sätze laszen die Be- 
trachtungen der Mr. 121. sich folgendermaszen aussprechen: 
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Lehrsatz V. Hai in Be%ug auf eine gegebene Funda- 
mentalcurve eine erste Polare einen r- fachen Punct p 
mit 8 zusammenfallenden Tangenten, so hat die Curve von 
Steiner (r — 1)*-^+*— 1 im Pole dieser Polaren sich kreu» 
%ende Zweige, die in ihm von der geraden Polare von p 
berührt werden, welche dort mit der Curve von Steiner 
selbst eine [r^ — r^ s — \]'punctige Berührung eingeht. 



Zu ITr. IMl-bisa» 

Nach Theorem III. S. 170. schalte man Folgendes ein: 

Die Kegelschnitte also, die durch zwei gegebene Puncte gehen 
und zwei gegebene Curven n-ter und n^-ter Ordnung berühren, 
bilden eine Reihe vom Index n.ni(n + l)(ni-i-l). Da in diesem 
Falle die Gerade, welche die zwei gegebenen Puncte verbindet, 
ajs ein System zweier zusammenfallender Geraden betrachtet, 
ebenfalls eine Curve der Reihe darstellen kann, die eine belie- 
bige gegebene Gerade berührt, so ist der Wert 2if der Zahl 
M' einer Reduction fähig. 

Um dieselbe zu bestimmen, erinnern wir daran, dasz die 
Kegelschnitte, die durch zwei gegebene Puncte geben, oder zwei 
gegebene Geraden berühren , eine Reihe vom Index 4 bilden, 
in welcher statt acht nur vier wirkliche Kegelschnitte existieren, 
die eine dritte Gerade berühren. Wenn die Gerade, welche 
die gegebenen Puncte verbindet, die beiden gegebenen Geraden 
in a. und b schneidet, so ist der Abschnitt ab, als ein Kegel- 
schnitt, deszen eine Dimension Null wird, betrachtet, Tangente 
der gegebenen Geraden in a und 6, und bleibt auch Tangente 
jeder beliebigen dritten Geraden. Sie repräsentiert daher als 
solche, vier zusammenfallende Auflösungen der Aufgabe: durch 
zwei gegebene Puncte einen Kegelschnitt zu legen , der die 
beiden gegebenen und eine dritte Gerade berührt. Es ist also 
natürlich zu schlieszen, dasz, wenn man an Stelle der beiden 
gegebenen Geraden zwei Curven der n-ten und n^-ten Ordnung 
bat, die Reduction der Zahl 2if gleich in*ni ist, da n.ni die 
Zahl der Punctepaare ist, in denen die gegebenen Curven von 
der Geraden, welche durch die gegebenen Puncte geht, ge- 
schnitten wird. Suchen wir diese Behauptung zu beweisen. 
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I. 

lieber ^eometriflclie UTetze* 

Kann ein Curvennetz ii*ter Ordnung im Allgemeinen ein 
Netz von ersten Polaren sein? Da ein Netz durch drei Carven 
bestimmt ist, so ist zu entscheiden, ob man, wenn drei Curven 
Au A^9 Ä^ n-ter Ordnung und nicht zu demselben Büschel gehö- 
rig gegeben sind, drei Puncte a^, a^y a^ nicht in gerader Linie, 
so wie eine Curve (n -f l)-ter Ordnung der Art bestimmen kann, 
dasz in Bezug auf die letzte Curve die Curven Ai^ A^y A^ die 
ersten Polaren von Ui» 0^9 «3 sind. 

Die Fundamentaicurve und die drei Pole hängen von 
\Hn-{-\){n-[-A)'\-^ Bedingungen ab; umgekehrt verlangt die 
Identität der gegebenen Curven A19 A^, A^ mit den Polaren von 
^19 ^2, Os die Erfüllung von in{n-{-Z) Bedingungen. Die Diffe- 
renz zwischen ihnen, (ii~-2)(n-f 4), ist nur für n = 2 Null. Da- 
her ist, mit Ausnahme des Falles 11 = 2, den wir im Folgenden 
speciell für sich bebandeln werden, ein Curvennetz im Allge- 
meinen kein Netz von ersten Polaren. 

Wir betrachten daher ein vollständig allgemeines Netz, das 
durch drei Curven A^ A^y A^ n-ter Ordnung bestimmt ist, und 
es sei A^ eine andere Curve des Netzes der Art, dasz zwei 
beliebige der vier Curven Aq, A^ A^» ä^ nicht zu einem Büschel 
gehören. Wir fixieren beliebig in der Ebene vier Puncte Oqs 
^9 ^29 %9. von denen niemals je drei in einer Geraden liegen, 
und betrachten sie als den Curven A09 -^i» Ä^ Ä^ entsprechend. 
Man kann jetzt die Puncte der Ebene und die Curven des 
Netzes sich der Art entsprechen laszen, dasz man die Bedin- 
gung festsetzt, dasz Puncten in gerader Linie Curven eines 
Büschels entsprechen, welches daher auch der Punctreihe pro- 
jectivisch ist. Betrachten wir zuerst eine Gerade, die zwei der 
gegebenen Puncte z. B. Ooi ^1 verbindet, so ist die Projectivität 
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zwischen den Puncten der Geraden Oo^^i und den Curven des 
Büschels AqÄi durch die Bedingungen bestimmt, dasz den Pun- 
cten Oq, Gl die Curven Äq, Ai, und dem gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunct der Geraden Oqüi, a^a^ die den Büscheln 
A^Aiy Ac^A^ gemeinschaftliche Curve entspreche. Daraus folgt 
noch, dasz einem anderen Puncte der Geraden Oqüi eine voll- 
ständig individualisierte Curve des Büschels AqAi entspricht 
und umgekehrt. 

Man betrachte für eine Gerade R die Puncte, in denen 
dieselbe drei Seiten des Vierecks ^0^1%^ schneidet. Diesen 
drei Puncten entsprechen drei schon bestimmte Curven des 
Netzes^ die demselben Büschel zugehüren und folglich entspricht 
einem beliebigen Puncte von R eine völlig individualisierte Curve 
desselben Büschels und umgekehrt. Die Curve A, die einem 
gegebenen Punct a entspricht, findet man, indem man ihn als 
Durchschnittspunct zweier Geraden jß, R betrachtet, die man 
der Einfachheit wegen durch zwei der gegebenen Puncte ziehen 
kann, und dann die Curve nimmt, welche den beiden Büscheln, 
die zu den Geraden gehören, gemeinschaftlich sind. 

Auf diese Art entspricht einem Puncte a eine feste Curve 
A des Netzes, die nSmIich, welche allen Büscheln gemein ist, 
die zu Geraden, welche sich in a schneiden, gehören, und um- 
gekehrt entspricht einer Curve A des Netzes ein völlig indivi- 
dualisierter Punct a, nämlich der, welcher allen Geraden gemein 
ist, welche zu Büscheln geboren, die die Curve A enthalten. 

Alle Curven des Netzes^ die durch denselben Punct a ge- 
hen, bilden ein Büschel und entsprechen also den Puncten einer 
Geraden J9, und umgekehrt, diese Gerade enthält die Puncte, 
welche Curven des Netzes entsprechen, die durch rfl feste 
Puncte gehen, deren einer a ist. Wir können also sagen, dasz 
einem beliebigen Puncte a eine feste Gerade D entspricht, der 
Ort der Puncte, deren Curven A durch a gehen, dasz aber um- 
gekehrt einer beliebigen festen Geraden D nicht ein, sondern 
ffl Puncte entsprechen, die die Basis des Büschels von Curven 
A bilden, welche den Puncten von D entsprechen. 

Einem Puncte der Ebene entsprechen also eine Curve des 
Netzes und eine Gerade und umgekehrt einer Curve des Netzes 
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entspricht ein einziger bestimmter Puncto aber einer Geraden 
n^ Puncte. Aus dem Vorhergebenden folgt nan: 

Lehrsatz I. Geht die Curve A eines Punctes a durch 
einen zweiten Punct a\ so geht umgekehrt die Gerade D 
von a' durch a und vice versa. 

Was ist der Ort der Pancte, die auf den entsprechenden 
Curven Ay oder auch nach Lehrsatz I. auf den correspondieren- 
den Geraden D liegen? Es sei R eine beliebige Transversale. 
Einem Puncte a derselben entspricht eine Curve ii des Netzes 
die /? in n Puncten a schneidet. Nimmt man umgekehrt einen 
Punct a auf R^ so entsprechen die Curven A^ die durch a gehen, 
den Puncten einer bestimmten Geraden Dy die i? in einem 
Puncte a schneidet. Das heiszt, einem Puncte a entsprechen 
n Puncte a, während einem Puncte a nur ein einziger Punct a 
entspricht. Es gibt folglich n + l Puncte a^ deren jeder mit 
einem der entsprechenden Puncte a zusammenföllt^ daher gilt: 

Lehrsatz II. Der Ort eines Punctes, der auf der ent- 
sprechenden Curve A liegt, ist eine Curve K der (»-i-1)- 
ten Ordnung, 

Was ist die Einhüllende der Geraden J), deren jede einen 
der correspondierenden Puncte enthält? Es sei t' ein beliebiger 
Punct, dann haben die Geraden, die durch i gehen, nach Lehr- 
satz L ihre entsprechenden Puncte auf der 4 entsprechenden 
Curve A, welche nach Lehrsatz IL die Curve K in n{n + \) 
Puncten schneidet, und auf der die Gerade, welche einen die- 
ser Puncte mit i verbindet, einen Ihrer entsprechenden Puncte 
bat. Folglich gilt: 

Lehrsatz III. Die Einhüllende einer Geraden D, die 
durch einen der n* Puncte geht, die ihr entsprechen^ ist 
eine Curve H der nifi^iyten Classe* 

Der Punct i gehört der Curve H an, wenn zwei der Gera- 
den , welche i mit den Durchschnittspuncten der Curve K und 
Ai welche letztere t* entspricht, verbindet, zusammenfallen, das 
heiszt, wenn die letzte Curve K berührt. Daraus entsteht: 

Lehrsatz IV. Die Curve H ist die Einhüiiende der 
Geraden D, die den Puncten der Curve K entsprechen, 
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und ffieichzeitig der Ort der Puncie, welche denjenigen 
Curven A entspreclien, die K berühren. 

Sind die Curven A die ersten Polaren ihrer entsprechenden 
Puncte in Bezug auf eine Fundanientalcurve^ so fallen die Cur- 
von H und K mit letzerer zusauimen *). 

Aber auch in dem allgemeinsten Falle bestehen zum grüsz- 
ten Teile die Eigenschaften^ die in diesem Werke für ein 
System von ersten Polaren bewiesen sind, und bleiben selbst 
bis auf den Beweis unverändert. Dies kommt vorzugsweise 
daher 5 dasz diese Eigenschaften und Beweise fast alle nicht 
sowol von dem polarischen Zusammenhange der Curven des 
Netzes mit einer Fundamen taicurve abhängen , als vielmehr von 
der linearischen Bestimmbarkeit derselben mittelst nur drei 
von ihnen. Man hat daher für ein beliebiges geometrisches 
Curvennetz folgende allgemeine Sätze, die man mit Zuhilfe- 
nahme der Erklärung eines Netzes und des Lehrsatz 1. bewei- 
sen kan^: 

Lehrsatz V. Durchläuft ein Punct eine Curve Cm der 
m-ten Ordnung, so wird die entsprechende Geralde D von 
einer Curve L der m.n-len Classe umhüllt, die auch der 
Ort eines Punctes ist, dem eine Curve A, die Cm be- 
rührt, entspricht. 

Hat Cm keine vielfachen Puncte, so ist die Ordnungszahl 
von L gleich m(m + 2n — 3); diese Zahl vermindert sich 
aber um r+s—l, wenn Cm einen r- fachen Punct mit s 
zusammenfallenden Tangenten hat. 

Aus diesem Satze folgt, dasz die Zahl der Curven At die 
zwei Curven tm. Cm' berühren, gleich der Anzahl der Durch- 
schnittspuncte der beiden entsprechenden Curven L ist, deren 
Ordnungszahlen gefunden sind. 

Den Spitzen von Cm entsprechen Wendepuncte von £, und 
da man so die Classe, die Ordnung und die Zahl der Wen- 
depuncte dieser Curve kennt, so kann man mittelst der For- 
meln von Plücker die Zahl der Doppelpuncte, der Dopeltan- 



*) Für den Fall n^=l sehe man: Plücker^ System der analytischen 
Creotnetriey B. 78» 
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genten und der Spitzen berechnen. Diese Zahlen nun taszen 
erkennen, wie viele Gnrven A eine doppelte Berührung, und wie 
viele eine dreipunctige Berührung mit der gegebenen Linie Cm 
eingehen (M. s. Nr. 103.). 

Lehrsatz VI. Der Ori eines Punctes p, dessen gerade 
Polaren in Bezug auf die Curven A eines Netzes durch 
denselben Punct o gehen, ist eine Curve der 3(n— 1)-/^« 
Ordnung y die man nach Ar. 95. die Curve von Jacobi 
des Netzes nennen kann, und die sich auch nach Nr. 90 a. 
als Ort der Berührungspuncte zwischen den Curven des 
, Netzes definieren läszt, oder als Ort der Doppelpunte der- 
selben Curven. 

Lehrsatz VIL Der Ort der Puncte o, in denen sich 
die geraden Polaren eines und desselben Punctes p schnei' 
den in Bezug auf die Curven des Netzes, ist eine Curve 
der 3(«--l)2-/eii Ordnung, die man Curve von Stei- 
ner des Netzes nennt (M. s. Nr. 98a.). 

Daher entspricht jedem Puncte p der Curve Jacobis 
ein Punct o der Steinerschen Curve und umgekehrt, 
und die Einhüllende der Geraden po, welche die gemein- 
schaftliche Tangente der Curven des Netzes in p ist, die 
durch diesen Punct gehen, ist eine Cuvre der 3«(ii— 1)-/^« 
Classe (Nr. 9Sb.). 

Lehrsatz VIII. Der Ort eines Punctes a, dem eine 
Curve A mit einem Doppelpunct p entspricht, ist eine 
Curve 2 der 3(n — \)^'ten Ordnung. 

Die Curve E fällt mit der Curve von Steiner zusam- 
men, wenn die Curven A die ersten Polaren der entspre- 
chenden Puncte a in Bezug auf ein und dieselbe Funda- 
mentalcurve sind, (M.s. Nr.SSd»). 

Die Gerade D, welche dem Punct p entspricht, berührt nach 
Nr. 118. in a die Curve 2, das heiszt: 

•Lehrsatz X. Die Curve 2 ist die Einhüllende der 
Geraden D, die den Puncten der Curve von Jacobi ent- 
sprechen. 

Aus diesem Satze und Lehrsatz V. leitet man rasch die 
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Cla8JBe der Corve £ ab und aaszerdem die übrigen Siiiguiari- 
täten, und hieraus erachlieszt man augenblicklich die im Texte 
Nr. 119—121. gegebenen Formeln, durch welche ausgedruckt wird: 

wie viel Curvenbüschei sich in zwei verschiedenen Pun- 
cten berubren, 

wie viel Böschel unter sich eine dreipunctige Berührung 
eingehen, 

wie viel Curven mit zwei Doppelpuncten, und 

wie viel Ourven mit Spitzen in einem beliebigen geometri- 
schen Netze sich befinden. 

Bei dieser Aufgabe bemerke man, dasz die im Texte ge- 
gebenen Zahlen die Curve Jacobis ohne jeden vielfachen Punct 
vorauszusetzen. Die Veränderungen jedoch, welche diese Resul- 
tate erleiden, wenn die Curve Jacobis selbst vielfache Puncto 
besitzt, sind leicht nachzuweisen. 

Haben die Curven eines Netzes d gemeinschaftliche Puncte 
mit verschiedenen Tangenten und weitere k Puncte gemein, in 
denen sie sich berühren, so hat nach Nr. 96, 97. die Curve 
Jacobis in jenem d Doppelpuncte und in diesem k dreifache 
Puncte und in jedem der letzteren zwei Tangenten, die mit 
der den Curven des Netzes gemeinschaftlichen Tangente zusam- 
menfallen. Daraus folgt, dasz diese Puncte 2d-i-ifc Durch- 
schnittspuncten der Curve Jacabis mit einer beliebigen Curve 
des Netzes gleich gelten, und die Classe der Curve 27 ist also 
nach Nr. 1186. gleich 3ii(it — 1)— 2^^3it. 

Wir setzen jetzt voraus, dasz, abgesehen von den gemein- 
schaftlichen Puneten der Curven des Netzes, die Curve Jacobis 
andere S Doppelpuncte und » Spitzen besitze. Dann wird nach 
Nr. 103. die Ordnung des Ortes der Puncte, deren Curven Ä 
entsprechen, welche die Curve Jacobis berühren, gleich sein: 

3(«— l)(6ii-^6)— 2(rf+6)--3x-.4ifc. 

Folglich ist die Zahl der Wendetangenten von £ nach Nr. 118«/. 
gleich 

3(n— 1)(4«-5)— 2(rf+ d) ^3«-~4Ä, 

und hieraus schlieszt man mittelst der Formeln Plückers wei- 
ter auf die andern Singularitäten derselben Curve. 
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Haben die Curven des Netzes eioen r^facben Panct ge- 
iBeio, «o ist derselbe ffir die CnxveJacobi^ ein (3r — l)-facber 
Puncto wie raan leicbt mittelst der Betracbtuogeo der Mr. 96. 
beweisen kann^ er wird also die Classe der Curve S um r(3r — 1) 
Einheiten vermindern. Da ferner ein beliebiges Curvenbuschel 
des Netzes» auszer dem gegebenen Puncte nur 

3(n-.l)a— (r— l)(3r+l) 

Doppelpuncte zullszt (ro. s. den Zusatz zu Nr. 88.), so vermin- 
dert sich nach Nr. 88if. auch die Ordnung von £ in unserm 
Falle um (r — l)(3r-^l) Einheiten, ü. s. w., u. s, w. 

Lehrsatz X. Schneidet eine Curve Cm die Curve Ja- 
CO bis in 3/»(»— I) Puncten p, so loird die Curve 2 in 
den 3w(» — 1) entsprechenden Puncten a nach Nr, 122. von 
dem Orte der Puncte berührt, deren Curven Ä die Cm 
berühren. 

ü. s. w., u. s. w. 

Wir beschlieszen diese Bemerkungen, indem wir einige ganz 
specielle Beispiele geometrischer Netze betrachten, bei welchen 
die Bestimmung der Curve Jacobis sehr leicht ist. 

L Die Curven des Netzes seien von der vierten Ordnunsr 
und mugen drei Doppelpuncte di, d^, d^ und drei einfache 
Puncte Siy s^y s^ gemein haben. Ist m ein Punct der Geraden 
did^^ so stellen diese Gerade und die Curve der dritten Ord- 
nung, die in d^ einen Doppelpunct hat und durch die Puncte 
m, dl, d^, Siy s^y »z gebt, zusammen eine Curve Aes Netzes 
vor, die in m ei^en Doppelpunct bat. Ist m femer ein Punct 
des Kegelschnittes d^d^jd^SiS^, so bildet ebenso dieser mit dem 
Kegelschnitt did^d^s^m eine Curve des Netzes mit einem Dop- 
pelpuncte in m. Fofglicfa bilden die drei Seiten des Dreiecks 
did^d^ und die drei Kegelschnitte, die demselben Dreieck um- 
geschrieben und bezüglich durch je zwei Scheitel des zweiten 
Dreiecks SiS^s^ beschrieben sind, zusammen die Curve Jacobis 
des Netzes. 

Die Curven des Netzes, die durch einen und denselben 
Punct a gehen, bilden ein Büschel, in welchem sechs Curven 
existieren, die einen Doppelpunct haben (auszer den gegebenen 
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Puncten)^ nämlich drei Systeme aus einer Geraden nod einer 
Curve dritter Ordnung uud drei Systeme aus zwei Kegelschnit- 
ten. Man kann nämlich die Gerade did^ mit der Curve dritter 
Ordnung, die einen Doppel punct in d^ hat und durch a, di, d^ 
8ii s^, «3 geht, combinieren oder den Kegelschnitt </x^2^^i^2 
mit dem Kegelschnitt did^d^s^a, u. s. w. 

2. Die Curven des Netzes seien von der fünften Ordnung 
und mögen sechs Doppelpuncte di, d^^ ^, d^^ d^, d^ gemein 
haben. Ist m ein Punct des Kegelschnitts did^d^d^d^, so stellt 
dieser zusammen mit der Curve dritter Ordnung, die einen Dop- 
pelpunct in d^ hat und durch m, di, d^, d^, d^^ d^ geht, eine 
Curve des Netzes mit einem Doppelpuncte in m dar. Die Curve 
Jacoöis des Netzes ist daher das System der sechs Kegel- 
schnitte, die man durch die gegebenen Puncte di, d^, d^, d^, d^, 
d^ beschreiben kann, wenn man sie zu je fünf und fünf com- 
biniert. 

Ein Büschel des Netzes enthält sechs Curven mit einem 
Doppelpuncte, deren jede das System eines Kegelschnitts und 
einer Curve dritter Ordnung ist. 

3. Die Curven des Netzes seien von der fSnften Ordnung 
und mögen einen dreifachen Punct i, drei Doppelpuncte <f|, d^, 
d^ und drei einfache Puncte «i, s^, s^ gemein haben. Ist m 
ein Punct der Geraden tdi, und man combiniert sie mit der 
Curve vierter Ordnung, welche die Doppelpuncte /, d^, d^ hat 
und durch die Puncte m, di, «j, ^2> ^s g^^t» ^^^^ i^^ ^ oin 
Punct des Kegelschnittes tdid^d^Si, und man combiniert diesen 
mit der Curve dritter Ordnung, die durch di, d^^ d^» ^, ^2/^8 
und zweimal durch t geht; oder ist endlich m ein Punct der 
CuTve dritter Ordnung, die einen Doppelpunct in t hat und 
durch dl, d^, d^9 ^i» ^2» ^s geht, und man combiniert sie mit 
dem Kegelschnitt tdid^d^fn; so erhält man in jedem dieser drei 
Fälle eine Curve des Netzes mit einem Doppelpuncte in m. 
Folglich bilden die drei Geraden i(diyd^,d^), die drei Kegel* 
schnitte /^i^^(«i, ^2* 's) ^"^ ^>e Curve dritter^ Ordnung, die 
durch dl, d^, d^, Si, ^a, ^3 geht und einen drrifncnrSl Pnnrf in 
t hat, zusammen die Curve von Jacobi des Netzes. 

* 

Ein Büschel des Netzes enthält sieben Curven mit einem 
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Doppelpuncte, nämlich drei Systeme aus einer Geraden und 
einer Curve vierter Ordnung und vier Systeme aus einem Ke« 
gelschnitt und einer Curve dritter Ordnung. 

4. Die Curven des Netzes seien von der n-ten Ordnung 
und haben 'einen (n — J)-fachen Punct und 2(n — 1) einfache 
Puncte ^i, «2' ••••9^2(n-i) gemein*). Ist m ein Punct der Gera- 
den osi, und man combiniert diese Gerade mit der Curve (n— 1)-ter 
Ordnung^ die in o einen (n — 2)-fachen Punct hat und durch m, 
^2* ^8' •— 9^2()*~i) K^^^s oder wenn m ein Punct der Curve Cn-^i 
der (n — l)-ten Ordnung ist^ die einmal durch ^i, ^2> ••••« ^2(n-'i) 
und (n--2)-mal durch o geht, und man diese Curve mit der 
Geraden mo combiniert^ in jedem dieser Fälle erhält man eine 
Curve des Netzes mit einem Doppelpuncte in m. Die 2(n*— 1) 
Geraden ('(^j > «2, . . . . > tf2(R-i) ^^^ ^'^ Curve Cn^i bilden daher 
gemeins^shaftlich die Curve von Jacobi für das Netz. 

Betrachtet man das Curvenbüschel des Netzes, das durch 
einen weiteren beliebigen Punct Sq gehen musz» so zerfallt, 
wenn eine Curve dieses Büschels einen Doppelpunct «luszer 
dem (n— ^l)-fachen Puncte o hat, di^e noth wendigerweise in 
eine Gerade und in eine Curve (n~l)-ter Ordnung. Und wirk- 
lich, verbindet man die Curve K^ der (n — l)-ten Ordnung, die 
(n — 2)-mal durch und auszerdem durch die Puncte «o> ^u 
#2» ••••9 ^2(a-i) ^'^^ Ausnahme des einen Sr geht, mit der Gera- 
den^ die diesen ausgelaszenen Punct mit. q verbindet , so hat 
roai) offenbar eine Curve des Buscheis, welche auszer in o im 
Durchschnittspuncte der Curve K*" mit der Geraden osr- einen 
Doppelpunct hat. Auf diese Weise erhalten wir 2n — 1 Curven 
des Büschels, die einen Doppelpunct haben, und diese 2n— 1 
Doppelpuncte zusammen mit dem (n — ])-fachen Punct o, der für 
(n — 2)(3it — 2) Doppelpuncte gilt (m. s. den Zusatz zu Nr. 88), 
geben genau die 3(i» — 1)^ Doppelpuncte des Buscheis. U. s. 
w., u. s. w. 



*) Cremona^^Sulle ims/onnaziom geometriche delU figure piane (Me- 
morie delV AceaAiinia dl Bologna, serie 2«, tomo 2^, Bologna 1863). — 
Jonquilresy De la transformation g€om€trique des figures planes. (Nouvelle 
Annales de math^matiques, 2« s^rie, tom. S«, Paris 1864). — Jonquieres, 
Du contact des eourbes planes ete, (ibidem)* 

Crsmona, Ebene Curven. 18 
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iJelrer IVetse von Kegelisclmitteit. 

1. Es ist ein Netz Kegelschnitte gegeben, man betrachtet 
dasselbe als ein Metz erster Polaren einer unbekannten Curve 
dritter Ordnung und soll dann die Pole bestimmen« 

Es seien Ai* Ä2> Az drei Kegelschnitte des Netzes, die nicht 
demselben Büschel angehören. Die beiden ersten seien zwei 
Paar Gerade» die sich bezüglich in 0% und Öq schneiden» der 
dritte gehe durch 0| und 0,^. Es sei ferner O3 der dritte Dia- 
gonafpunct des durch die vier Durchschnittspuncte von Ai und 
A^ gebildeten Vierecks» und a^, 0^$ ^s seien die unbekannten 
Pole der drei gegebenen Kegelschnitte. Da die gerade Polare 
von a^ in Bezug auf Ai mit der geraden Polare von Oi in Be- 
zug auf A*i zusammenfallen musz^ so ist diese Gerade jeden- 
falls O1O2, und folglich liegen äi und a2 bezüglich in o^o^ und 
o^Oi. Die Polare von Oi in Bezug aufil^ musz gleichzeitig die 
Polare von ä^ 2n Bezug auf ilj sein, das heiszt, sie musz durch 
0| gehen, so dasz ai auf der Tangente von A^ in Oi liegt. Dem 
analog liegt (t^ auf der Tangente ton A^ in o^» Nachdem die 
Punete üi, c^ konstruiert sind^ seien 010^^ 02^2 d*c respectiven 
Polaren in Bezug atif A^» Diese Geraden sind dann auch die 
Polaren von a^ in Bezug auf il| und ^, und folglich ist a^ der 
Punet, in welchem der zu 0|0i in Bezug auf die beiden Gera- 
den Ai harmonisch conjugierte Stral, deu zu O2C2 in Bezug auf 
die beiden Geraden iis harmonisch conjugierten Stral schneidet. 

Nachdem so die Pole der diel Kegelschnitte Ai, A^y A^ 
gefunden sind, so ist der Pol eines andern Kegelschnittes A 
des Netzes der Pol in Bezug auf A^ der geraden Polare von 
a^ in Bezug auf A» 

Auf folgende Weise findet man ferner die Durchschnitts- 
puncte der Fundamentalcurve dritter Ordnung mit einer belie- 
bigen Transversale R Ist a; e\ti Punct toii It, so schneidet 
seine conische Polare JÜ in zwei Pnhcten p. Umgekehrt ist, 
wenn durch einen auf R beliebig angenommenen Punct p die 
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conische Polare eines Panctes von R geht, der Pol x der 
Durchschnitt von R mit der geraden Polare von y. Die Puncte 
y bilden daher eine quadratische Involution > die der einfachen 
Punctreihe der Puncte x projectivisch ist. Die drei gemein- 
schaftlichen Puncte der zwei Reihen sind die Puncte \^n R, 
welche auf ihren respectiven coniscben Polaren liegen^ das 
heiszt, sie sind Puncte der Fundamentaicurve. 

2. Wir gelangen jetzt zu speciellen Fällen. Wir nehmten 
zuerst an , in dem Netze befinde sich ein Kegelschnitt i?^, der 
aus einer zweimal genommenen Geraden R besteht. Jeder 
Puuct dieser Geraden ist Pol eines Kegelschnittes mit einem 
Doppelpuncte^ auszerdem bilden aber die Polarkegelschnitte der 
Puncte einer Geraden ein Busche^ es gibt daher in dem Netze 
eifi Büschel, deszen Kegelschnitte sämmtlich einen Doppelpunct 
haben. Ein solches Büschel ist aber notwendigerweise ein 
Büschel von Geradenpaaren in Involution^ deszen Doppelstralen, 
jeder doppelt gezählt^ zwei neue Kegelschnitte P^, Q^ des Netzes 
bilden. Da nun jeder Panct von R der Pol einer conischen 
Polare ist, die aus zwei sich im Puncte P' Q schneidenden 
Geraden besteht, so ist umgekehrt dieser Punct der Pol des 
Kegelschnittes 7?^. Daraus folgt nach Nr. 79., dasz PQR ein 
Dreiseit ist, von dem jede Seite, doppelt gezäblt, die conische 
Polare des Gegenscheitels ist. 

Diese drei Kegelschnitte P'^, ß®, Ä* genügen in Folge ibrer 
Specialnatur nicht, um das ganze System der Pole zu indivi- 
dualisieren, das heiszt, die Aufgabe, die Fundamentaicurve zu 
bestimmen, ist unbestimmt. Dieselbe wird bestimmt, wenn 
man für einen wirklichen Kegelschnitt des Netzes einen belie- 
bigen Punct, der aber nicht auf den Geraden P, Q, R liegt, als 
Pol annimmt*). 

Der Kegelflichnitt des Netzes, der durch zwei gegebene 
Puncte 0, ö' g^ht, bestlmtnt sich durch die Methode der Nr. 77«. 



*) Sind nämlich drei Kegelschnitte -4, B^ C gegeben, die ein und dem- 
selben Dreieck conjugiert sind, und sind , wenn a ein beliebiger Punct ist, 
h und c diejenigen Puncte, deren Polaren in Bezug auf A beütiglich die Po- 
laren von a in Bezug auf B und C sind, so zeigt Sich leicht, dasz die Po- 
lare von 5 in Bezug auf C die Polare von c in Öezug auf B ist. 

18* 
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Der Kegelschnitt des BascheU (jP^ Q^), der durch o geht, ist 
ein Paar Gerade, dje mit P, Q ein harmonisches System bil- 
den; analog ist der Kegelschnitt des Büschels (P^, JP), der 
ebenfalls durch geht, ein Geradenpaar, das mit P, R ein har- 
monisches System bildet. Diese beiden Kegelschnitte bestimmen 
durch ihre gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte ein vollstän- 
diges Viereck, deszen Diagonaldreieck PQR ist. Der gesuchte 
Kegelschnitt ist pun derjenige, vrelcher durch die Scheitel 
dieses Vierecks und durch o* geht. Für ihn ist also PQR ein 
conjugiertes Dreieck. Alle Kegelschnitte des Netzes sind folg- 
lich demselben Dreieck conjugiert. 

Die Curve von Hesse ist in diesem Falle durch die drei 
Geraden P, Q, R gebildet und es ist folglich nach Nr. 145. die 
Fundamentalcurve dritter Ordnung äquianharmonisch. 

Aus dem Vorhergehenden folgt offenbar, dasz es in dem 
Netze keinen vierten Kegelschnitt geben kann, der aus einem 
Paar zusammenfallender Geraden besteht. Jede Gerade nämlich, 
die zweimal genommen eine cbnische Polare bildet, ist notwen- 
digerweise ein Teil der Curve von Hesse , und diese kann, 
da sie von der dritten Ordnung ist, nicht mehr als drei Gerade 
enthalten. 

2. Wir haben eben gesehen, dasz, die Existenz eines 
Kegelschnitts R^ (eine doppelt genommene Gerade) vorausge- 
setzt, es notig ist, damit die Kegelschnitte des Netzes ein 
System von Polaren bilden, dasz die Puncte der Geraden R 
Fole von Kegelschnitten sind, die aus Geradenpaaren in Involu- 
tion bestehen. Hat diese Involution zwei von einander und von 
R verschiedene Doppelstralen P, Q, so haben wir den vorher- 
gehenden Fall der Nr. 2. Wir nehmen also jetzt an, die bei- 
den Doppelstralen fielen zusammen, das heiszt, alle Geradeo- 
paare hätten einen gemeinschaftliche Gerade P. In diesem Falle 
fallen von d^n drei Seiten des Dreiecks PQR zwei P, Q zusam- 
men (oder die Curve von Hesse besteht aus der Geraden P 
zweimal genommen und aus der Geraden R), Die Puncte von 
P sind daher Pole von Kegelschnitten, die aus Geradenpaaren 
bestehen, die mit P und R harmonisch conjugiert sind. Die 
Puncte von R dagegen sind Pole von Kegelschnitten, die aus 
einer festen Geraden P und einer beweglichea. Geraden zusam 
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meiigesetzt sind, die sieb um einen festen Punct von P dreht 
Der Punct PR» der beiden Geraden angehurt« wird dann der 
Pol des Kegelschnitts P^ sein, und der Punct o^ der für die 
Gonischen Polaren von R ein Doppelpunct ist, hat zur conischen 
Polare Ä«. 

Es folgt weiter, dasz alle Kegelschnitte des Netzes P im 
Puncto PjR berühren, und dasz in Bezug auf diese der Pol 
der Geraden R ist. Und da der Punct PR die conische Polare 
P^ hat, so hat die Fundaroentalcurve dritter Ordnung in dem- 
selben Puncto eine Spitze mit der Tangente P. Die Gerade R 
aber, die im vorhergehenden allgemeinern Falle drei Wende-^ 
puncto der Curve enthielt, verbindet im gegenwärtigen Falle 
die Spitze der Curve mit ihrem einzigen Wendepuncte. Die 
conische Polare des Wendepunctes ist aus der Geraden P und 
der Wendetangente zusammengesetzt, und der Punct o ist da- 
her der Durchschnittspunct der Tangenten im Wende- und 
Rückkehrpuncte. 

Man gelangt zu dem eben betrachteten Fall auch, indem 
man annimmt, dasz im allgemeineren Falle der Nr. 2. einer der 
Doppelstralen der Involution der Geraden paare,, welche die co- 
nischen Polaren der Puncto von R bilden, mit dieser Geraden 
R selbst zusammenßillt. In Summa besteht also der Charakter 
unseres Falles darin, dasz zwei Seiten. des den Kegelschnitten 
des Netzes conjugierten Dreiecks aufeinander fallen. 

4. Es kann der noch speciellere Fall eintreten, dasz die 
Geraden P, Qy R alle in eine einzige Gerade P zusammen- 
fallen. Dann ist jeder Punct von P der Pol eines Kegelschnit- 
tes, der aus der Geraden P selbst und einer zweiten variablen 
Geraden zusammengesetzt ist, welche sich um einen festen 
Punct o von P dreht, u.nd o ist der Pol des Kegelschnittes 
/^. Alle Puncte von P geboren daher der Fundamentaicurve 
dritter Ordnung an, die folglich aus der Geraden P und einem 
Kegelschnitt zusammengesetzt ist, der P in o berührt. Alle 
Kegelschnitte des Netzes haben in o eine dreipunctige Berüh- 
rung mit der gemeinschaftlichen Tangente P. 

Natürlich ist in diesem Falle die Curve von Hesse die 
Gerade P dreimal genommen. 
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5. Die vorhergehenden Betrachtungen zeigen > dasz, wenn 
das Netz einen Kegelschnitt P* enthält, oder zwei Kegelschnitte 
P*, Ä«, es, damit es eine Fundaraentaicurve gibt, notwendig ist, 
dasz sich die Kegelschnitte des Netzes als einem Dreieck con- 
jugiert ansehen laszen, von dem alle drei oder nur zwei Seiten 
zusammenfallen, das heiszt, es ist im ersten Falle nötige dasz 
alle Kegelschnitte des Netzes unter sich eine dreipunctige Be- 
rührung mit der gemeinschaftlichen Tangente P eingehen, und 
im zweiten Falle, dasz die Kegelschnitte des Netzes eine der 
Geraden P, R in dem Durchschnittspuncte derselben berühren, 
und in Bezug auf die zweite einen festen Pol haben*). Wenn 
aber das Netz ein oder zwei Kegelschnitte enthält, die aus 
einem Paar zusammenfallender Geraden bestehen, und die obi- 
gen Bedingungen sind nicht erfüllt, so bilden die Kegelschnitte 
kein System erster Polaren. So bestimmen z. B. zwei Kegel- 
schnitte, in Bezug auf die zwei Puncte a, b einer Geraden P 
konjugiert sind, und der Kegelschnitt P* ein Netz, das keine 
Fundamentalcurve zuläszt. Die Curve von Hesse ist in diesem 
Falle aus der Geraden P und einem Kegelschnitt zusammen- 
gesetzt, der durch a und b geht. 

6. Haben die Kegelschnitte des Netzes einen, zwei oder 
drei Puncte gemein, und existiert in den beiden ersten Fällen 
kein Kegelschnitt B^y so gibt es eine Fundamentalcurve, die 
ein, zwei oder drei Doppelpuncte besitzt, das heiszt, sie ist im 
zweiten Falle das System einer Geraden und eines Kegel- 
schnittes, im dritten das System dreier Graden. 

Wenn aber die Kegelschnitte des Netzes sich in einem 
Puncte berühren, und in einem zweiten Puncte schneiden, so 
ist die Gerade, welche die beiden Puncte verbindet, zweimal 
genommen, ein Kegelschnitt des Netzes. In diesem Falle wurde 
es also keine Fundamentalcurve dritter Ordnung geben. 

7. Alles in Allem schlieszen wir also, dasz die Aufgabe: 
„Gegeben ein Net^ Kegelschnitte, man soll eine Fundamental- 



*) Die zweite Bedingung ist eine Folgerung aus der ersten, wenn man 
das Netz sich durch die Kegelschnitte P*, R^ und einen dritten Kegelschnitt 
bestimmt denkt, der P oder R im Puncte PR berührt. 
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curve dritter Ordnung finden^ in Serng auf iceiehe die Kegel- 
schnitte die Polaren der Puncte der Ebene eind'^ eine, und 
zwar eine einzige Auflösung zuläszt, sobald das Metz kein 
Paar zusammenfallende Gerade enthält. Gibt es drei solche 
Paare, so gibt es eine unbegrenzte Zahl von Auflösungen. Gibt 
es dagegen ein einziges Paar oder zwei zusammenfallende Ge- 
radenpaare, so ist das Problem entweder unmöglich oder unbe- 
stimmt. 

In den Fällen aber, in denen es unendlich viele Lösungen 
gibt^ wird die Aufgabe bestimmt, wenn man für einen Kegel- 
schnitt des Netzes, der nicht aus einem Paar zusammenfallen- 
der Geraden besteht, beliebig den Pol bestimmt. 



m. 

Heber Bellten von Keir^lseluiitteii. 

Schon in Nr. lll^i'^.*) haben wir bemerkt, dasz bei An- 
wendung des allgemeinen Theorems in Nr. 85. zur Bestimmung 
der Kegelschnitte einer Reihe vom Index ft, welche eine ge- 
gebene Gerade berfihren, die resultierende Zahl 2fi nicht blos 
die vnrklichen Kegelschnitte umfaszt, die die Aufgabe lösen, 
sondern auch Systeme von zusaninienfallenden Geraden. In der 
That schneidet ein beliebiger Kegelschnitt der Reihe die gege- 
bene Gerade in zwei Puncten; fallen diese zusammen, so löst 
der Kegelschnitt die Aufgabe. Diese beiden Puncte können 
nun aber nicht blos dann zusammenfallen» wenn wir einen wirk- 
lichen Kegelschnitt haben, der die gegebene Gerade berührt, 
sondern auch wenn in der Reihe ein Kegelschnitt existiert, der 
aus dem Systeme zweier Puncte besteht, da in letzterem Falle 
der Kegelschnitt als Ort betrachtet eine einfache Gerade ist, 
die aber zweimal gezählt ist, und folglich die beiden Durch- 
schoittspuncte lyit der gegebenen Geraden in einen Punct z4* 
sammen fallen. 



♦) Man sehe auch das Gior^ale di Matemätkfie di Napoli: tomo l»v 
1863, p. 225; tomo 2^., 1864, p. 17 und 192. 
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Man sieht nun leicht, dasz dergleichen Ausnahm ekegel- 
schnitte nicht blos in Specialfalien existieren, sondern auch in 
allgemeinen, weil, wenn eine Curve zweiter Classe sich in iswei 
Puncte auflösen soll, man nur einer Bedingung genüge zu 
leisten braucht. Eine Reihe von Kegelschnitten enthält daher 
im Allgemeinen eine bestimmte Anzahl von Systemen zweier 
zusammenfallender Geraden. 

Es sei nun p die Zahl solcher Systeme, oder wenigstens 
die Zahl der Losungen, die durch diese Systeme für die Auf- 
gabe, eine Gerade zu berühren, sich ergeben, so ist die Zahl v 
der wirklichen Kegelschnitte, welche die Aufgabe lösen, gleich 
r=2|Lfc — p. Die Zahl p hängt von der Natur der vier gemein* 
schaftlichen Bedingutigen ab, denen die Kegelschnitte der 
Reihe unterworfen sind, und kann für verschiedene Reihen 
auch verschiedene Werte haben, selbst wenn sie dieselben In- 
dices haben. (Z. B. bilden sowol die einem Dreieck eingeschrie- 
benen und eine vierte Gerade berührenden Kegelschnitte, als 
die einem Vierseit eingeschriebenen eine Reihe vom Index 2, 
aber im ersten Falle ist p =: 0, im zweiten p = 3). Die Zahlen 
fi und p^ von denen v Function ist, sind von einander unab- 
hängig und beide zur genauen Erklärung der Reihe notwendig, 
die man daher nicht tnit dem einfachen Index ft bezeichnen 
darf, sondern mit den beiden Zahlen fi, p, sobald man bei der 
Bestimmung der Kegelschnitte, welche einer fünften gegebenen 
Bedingung genügen, diejenigen Lösungen ausschlieszen will^ die 
den Systemen zweier zusammenfallender Geraden entsprechen. 

Reciprok: Eine Reihe Kegelschnitte enthält im Allgemei- 
nen eine bestimmte Zahl von Paaren nicht zusammenfallender 
Geraden. Ein beliebiger Kegelschnitt der Reihe wird von zwei 
Geraden berührt, die von einem gegebenen Puncte ausgehen. 
Fallen diese beiden Geraden zusammen, so schlieszt man, dasz 
der Kegelschnitt durch den gegebenen Punct geht. Aber dieses 
Zusammenfallen hat auch Statt, welches auch der gegebene 
Punct sei, wenn der Kegelschnitt ein Paar in einem Puncte 
sich kreuzender Geraden ist. Ist daher v die Zahl der Kegel- 
schnitte der Reihe, welche eine gegebene Gerade berühren, 
und g die Zahl der Kegelschnitte, ^ie einen Doppelpuiict haben, 
(Zahlen, mittelst deren man die Reihe definieren kann), so ist 
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die Zahl fi der wirklichen Kegelschnitte der Reihe, die durch 
einen gegeben Punct gehen, gleich fAz=:2v+q, 

Von den Zahlen ii, v, p, q kunnen, da sie unter sich 
durch zwei lineare Gleichungen verbunden sind, zwei beliebige 
als unabhänge Charakteristiken dienen, um die Reihe zu be- 
zeichnen. Es ist natürlich, zwei Charakteristiken zu wählen, 
die sich correlativ entsprechen, wie f& und v. So hat Chasles*) 
gethan, der zuerst gezeigt hat, dasz zur Definition einer Reihe 
nicht ^in einziger Index genügt, sondern zwei unabhängige 
Variable notig sind. Nun geben die obigen Gleichungen 

p = 2fi — V, ^ = 2v — fL 

und lassen so erkennen, wieviel Punctpaare und wieviel Gera- 
denpaare, das heiszt, wieviel Kegelschnitte mit Doppeltangenten 
und wieviel Kegelschnitte mit einem Doppelpunct in einer Reihe 
existieren, deren Charakteristiken f« und v sind. 

Gemäsz dem in Nr. IM öis. schon bewiesenen Satze hat man 
fär einen Kegelschnitt, , 

der durch 4 Puncte geht fA = ]yV=:2 

„ „ 3 „ „ und 1 Gerade berfihrt fi = 1 , v = 4 

w M 2 „ „ „2 „ „ I» = 4, V = 4 

» >5 1 »f 9t «3 „ „ ^ = 4 , V =: 2 

der 4 „ „ |» = 2, v = l. 

Sind die vier Bedingungen von anderer Natur, so dienen die 
zahlreichen und zum gröszten Teile neuen Theoreme die ChaS" 
les neuerlich ausgesprochen hat, und die eine ausgebreitete 
und sehr wichtige Theorie der Kegelschnitte bilden, zu der 
Bestimmung der Charakteristiken**). Wir werden hier einige 
Beispiele geben: 

Lehrsatz I. Der Ort der Pole einer Geraden in Be%ug 
auf die Kegelschnitte der Reihe (^, v) ist eine Curve der 
V'ten Ordnung. 



*) Comptes rendas, 15. f^yrier 1864. 

**) Comptes rendufl, 15. f(^yrier, 7. mars, 27. juin, 4. et 18. juilleti ler 
et 22. aoüt, 1864. 
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Denn Dur diejenigen Pole liegen auf der Geraden^ welche 
Kegelschnitten entsprechen, die dieselbe Gerade berühren; diese 
trifft also den Ort in so viel Puncten, als es Kegelschnitte 
gibt, die sie berühren. 

Lehrsatz II. (Correlat zu I.) Die Polaren eines gege- 
benen Punctes in Be%ug auf die Kegelschnitte der Reihe 
(fi, v) umhüllen eine Curve der ii^ten Classe. 

Lehrsatz III. Der Ort eines Punctes, dessen Polare 
in Be^ug auf einen Kegelschnitt der Reihe (ii, v) mit der 
geraden Polare desselben Punctes in Be%ug auf eine Curve 
K m-ter Ordnung zusammenfällt, die einen r-fachen Punct 
mit s in eine Gerade R zusammenfallenden Tangenten 
hat, ist eine Curve der [fi(m— l) + v]-^^« Ordnung mit 
fi(r — 1) durch o gehenden Zweigen, von welchen fA(^— I) 
die Gerade R berühren. Letztere hat in o mit dem Orte 
(i.r gemeinschaftliche Puncte. 

Es sei L eine beliebige Transversale und a ein beliebiger 
Punct von L. Die gerade Polare von^ a in Bezug auf K hat 
dann ihre Pole in Bezug auf die Kegelschnitte der Reihe nach 
Lehrsatz I. auf einer Curve v-ter Ordnung liegen, die L in v 
Puncten a* schneidet. Nimmt man umgekehrt beliebig auf X 
den Punct a\ so bilden nach Lehrsatz II. die geraden Polaren 
von af in Bezug auf die Kegelschnitte der Reihe eine Curve 
der fi*ten Classe die n(m — 1) gemeinschaftliche Tangenten mit 
der Curve (i» — l)-ter Classe hat, der Einhüllenden der geraden 
Polaren der Puncte von L in Bezug auf JS!.(Nr. Sla.). Diese 
Tangenten bestimmen auf £ ebenso viele Puncte a, und da a 
ein Punct des Ortes ist, sobald er mit einem der entsprechen- 
den Puncte a' zusammenfallt, so enthält L ii(m — l) + v Puncte 
des gesuchten Ortes. 

Geht jL ^urch 0, so umhüllen nach Nr. 816. die geraden 
Polaren ihrer Puncte in Bezug auf K eine Curve der (m — r)- 
ten Classe. Der Punct ist also der Ort für (i(r — 1) Durch- 
schnittspuncte, das heiszt, durch o gehen fi(r — 1) Zweige des 
Ortes. Die Tangenten an diese (i(r-^l) Zweige sind offenbar 
die harmonischen Axen des Büschels der v Tangenten von K in 
Bezug auf die fi Geraden, welche in o die fi Kegelschnitte der 
Reibe berühren, die durch diesen Punct gehen. Daraus folgt 
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nach Nr. 19., dasz, wenn eine Gerade H g Zweige von K be- 
rührt, sie auch fi(s—'l) Zweige des Ortes berührt. 

iSiinmt man nun an Stelle der beliebigen Transversale jL die 
Gerade i? an, die s Zweige von K berührt, so werden die gera- 
den Polaren in Rezug auf K der Puncte von L von einer Curve 
der [»» — (r-|-l)]-ten Classe umhüllt, das heiszt, osteilt in die- 
sem Falle fc.r Durchschnittspuncte von L und dem Orte vor. 
Dieser Ort hat daher »i[|it(w— I) + v] — j[4[r(r— 1) + «— 1] Durch- 
schnittspuncte mit der Curve E auszer o. Diese Zahl kann 
auch so ausgedrückt werden: nn + vm, wenn nur n die Classe 
von K ist. Daraus folgert man: 

Lehrsatz IV. In einer Reihe ((i, v) gibt es ^ni-vm 
Kegelschnitte, die eine gegebene Curve m^ter Ordnung und 
n-ter Classe berühren. 

Lehrsatz V. Der Ort der Durchschnittspuncte der 
gemeinschaftlichen Tangenten einer Curve K der n^ten 
Classe und der Kegelschnitte einer Reihe {^, v) ist von 
der Ordnung (•2« — l)v. 

Eine beliebige Tangente von K berührt nämlich v Kegel- 
schnitte der Reibe, und wird von andern .('^n — l)v diesen Ke- 
gelschnitten und K gemeinschaftlichen Tangenten in {^n — \)v 
Pancten geschnitten, die dem Orte angehören. 

Lehrsatz VL (Correlat zu V.) Die gemeinschaftlichen 
Sehnen einer Curve m-ter Ordnung und der Kegelschnitte 
einer Reihe (f*, v) werden von einer Curve der (2»i— 1)|»- 
ten Classe umhüllt. 

Lehrsatz VU. Der Ort der Berührungspuncte der 
Tangenten^ die von einem gegebenen Puncte o an die Ke- 
gelschnitte einer Reihe (u, v) gebogen sind, ist eine Curve 
der (ft + vyten Ordnung, die fi-nuil durch o geht. 

Dieser Lehrsatz ist so unmittelbar klar, dasz er keines Be- 
weises bedarf. Sein Correlat ist: 

Lehrsatz VIU. Die Tangenten der Kegelschnitte einer 
Reihe (f», v) in den Functen^ wo diese von einer gegebenen 
Geraden geschnitten werden, werden von einer (kurve 
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(fi + v)'ter Claase umhülitj die die gegebene Gerade in v 
Puncten berührt. 

Diese Curve hat ii(fi-|-v) gemeinschaftliche Tangenten mit 
einer Curve der n-ten Classe, folglich entsteht: 

Lehrsatz IX. Die Berührungspuncte der KegelschniUe 
einer Reihe (f*, v) mit den gemeinschaftlichen Tangenten, 
die sie mit einer Curve n-ter Classe haben, liegen auf 
einer Curve der «(fi \ vyten Ordnung. 

Und hiervon das Gorreiat: 

Lehrsatz X. Die Tangenten an die Kegelschnitte ei- 
ner Reihe ((i, v) in den Puncten, wo diese von einer Curve 
m^er Ordnung geschnitten werden, umhüllen eine Curve 
der m(ii + vyten Classe. 

Lehrsatz XI. Die Zahl der Kegelschnitte einer Reihe 
(^, v), die einen gegebenen Abschnitt ab harmonisch teilen, 
ist ^, und die Zahl der Kegelschnitte derselben Reihe, 
für welche zwei gegebene Gerade A, B conjugiert sind, 
ist V. 

Denn die Polaren von a werden nach Lehrsatz IL von 
einer Curve ft-ter Classe umhüllt, die fi in b sich schneidende 
Tangenten hat, und die Pole von A liegen nach Lehrsatz I. auf 
einer Curve v-ter Ordnung, die v Puncto auf B hat. 

Ebenso lässt sich sehr leicht beweisen: 

Lehrsatz XII. Zieht man von Jedem Puncte a einer 
Geraden L Gerade nach den Polen einer Geraden D in 
Befbug auf die Kegelschnitte einer Reihe ((i, v), die durch a 
gehen, so werden diese Geraden von einer Curve (fi-|-2v}- 
ter Classe umhüllt, welche t'v-mal L berührt* 

Daraus folgt: 

Wenn man von einem gegebenen Puncte Gerade nach 
den Polen einer festen Geraden in Be%ug auf die Kegel- 
schnitte einer Reihe (fji>, v) tdeht, so liegen die Durchschnitts- 
puncte dieser Geraden mit den Kegelschnitten auf einer 
Curve (ft + 2v)'ter Ordnung. 
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Lehrsatz XIII. Lefft man durch die Pole p einer Qe* 
raden D in Bezug auf die KegeiscäniUe einer Reihe (fi^ v) 
conßigierte Geradenpaare pa, pa* in der Art, das% pa durch 
einen festen Punct o geht, so umhüllt die Gerade pa' eine 
Curve der (ft + v)'ten Classe, für welche D eine v-fache 
Tangente ist* 

D berührt v Kegelschnitte der Reihe, nimmt man nun einen 
Beruhrungspunct als Punct p an, und zieht die Grade pa, so 
so ist diese zu D conjugiert, und D stellt daher v Tangenten vor. 

Es sei nun i ein beliebiger Punct« und man ziehe durch 
ihn eine beliebige Gerade t'ai, die D in ^i schneidet. Dann ent- 
hält iai nach Lehrsatz L v Pole von D, und verbindet man diese 
mit O9 so schneiden die zu den Verbindungsgeraden conjugierten 
Geraden D m v Puncten a'; das heiszt, dem Puncte ^i ent- 
sprechen V Puncte a\ Nimmt man umgekehrt den Punct a' be- 
liebig auf B an, so umhüllen seine Polaren eine Curve der 
fA-ten Classe (nach Lehrsatz II.)» und es gehen also jia Polaren 
durch 0. Die Geraden, die man durch die Pole von D in Bezug 
auf die jli entsprechenden Kegelschnitte nach t zieht, schneiden 
D in fi Puncten a|. Es gibt also fi-|-v Gerade idi deren jede 
mit einer der entsprechenden iV zusammenfällt, folglich u. s. w. 

Lehrsatz XIV. Zieht man durch jeden Punct a einer 
Geraden D Gerade nach den Polen einer andern Geraden 
D* in Bezug auf die Kegelschnitte einen Reihe (ft, v), die 
durch a gehen, so liegen die Puncte, in welchen diese 
Geraden die Kegelschnitte schneiden, auf einer Curve 
(fi + 2vyter Ordnung, für welche der Punct DD* ein (i-fa- 
eher ist. 

Der Punct DD* ist fi-facb, weil durch ihn fi Kegelschnitte 
der Reihe gehen, und er, wenn man ihn mit den entsprechen- 
den Polen von D' verbindet, ft Gerade liefert» welche dieselben 
Kegelschnitte in dem obigen Puncte schneiden. Auszerdem 
schneidet D v Kegelschniite, deren Pole auf D liegen, in 2v 
Puncten, und folglich u. s. w. 

Lehrsatz XV. Zieht man durch einen Punct Tan- 
genten an die Kegelschnitte einer Reihe (fß, v), so werden 
die Geraden, welche von den BerUhrungspuncten nach 
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den Polen einer gegebenen Geraden D gebogen sind, von 
einer Curve der (2ft+v)-fe« Classe umhüllt. 

Durch gehen ft Kegelschnitte der Reihe, und also auch 
ebensoviele Gerade, die uach den entsprechenden Polen von 
D gezogen sind. Auszerdein gehen durch o \i\v Tangenten 
der von den Tangenten der Kegelschnitte in den Puncten, wo 
sie von B geschnitten werden, umhüllten Curve (Lehrsatz VIII.). 
Polglich u. s. w. Es folgt noch : 

Lehrsatz XVL Zieht man von einem festen Puncte 
Gerade nach den Polen einer gegebenen Geraden D in 
Be%ug avf die Kegelschnitte einer Reihe (fi, v), so umhül- 
len die Tangenten in den Puncten, wo diese Geraden die 
Kegelschnitte schneiden ^ eine Curve (2(i-^ vy-ier Classe, 
für welche D eine v-fache, Tangente ist, 

Lehrsatz XVII. Zieht man durch den Pol p einer 
Geraden D in Be%ug auf jeden Kegelschnitt einer Reihe 
{fji, v) zwei Gerade /?ä, pa', deren erste durch einen festen 
Punct geht» und die einen gegebenen Abschnitt ef der Ge- 
raden D in einem gegebenen Doppelverhältnisz schneiden, 
so umhüllt die Gerade pa* eine Curve der 'Iv-ten Classe, 
ßr welche oe, of und D v-fache Tangenten sind. 

Die einzigen Tangenten durch o sind nämlich oe und of 
und jede derselben repräsentiert v-mal die Gerade pa' in Folge 
der V Pole;, die sie enthält. Auch D repräsentiert v Gerade p9i\ 
wegen der -v Kegelschnitte, die sie berührt. 

Lehrsatz XVlll. i,ieht man für jeden Kegelschnitt 
einer Reihe (ft> v) durch den Pol p einer gegebenen Gera- 
den D %wei conjugierte Geradepa, pa', die einen gegebenen 
Abschnitt ef von D in einem gegebenen anharmonischen 
Verhältnis^ schneiden } so umhüllt jede dieser Geraden 
eine Curve (ii + v)-ter Classe, ßr welche D eine v-fache 
Tangente istk 

t) ist eine 1/-(a(ihe Tangetite in Folge der v Kegelschnitte, 
die sie berührt. Ausserdem gehen durch jeden Punct d von 
D fA Gerade pd, weil ä auf D einen andern Punct <i* mittelst 
der Bedingung bestimmt, dasz das Doppel verhältnisz (efaa*) 
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gegeben sei, und folglich (i Kegelschnitte existieren, die nach 
Lehrsatz XL aa' harmonisch teilen ; folglich u. s. w. 

Lehrsatz XIX. Zieht man durch den Pol p einer ge-. 
gegebenen Geraden D in Betäg auf jeden Kegelschnitt der 
Reihe (ft, v) zwei conjugierte Gerade pa, pa', die einen Ab- 
schnitt ef von D in einem gegebenen Doppelverhältnisz 
schneiden, so schneiden die Geraden pa und pa' die Kß" 
gelschnitte in Puncten, die auf zwei Curven der (2|Lt + 3v)- 
ten Ordnung liegen» 

Wir müszen nachweisen, dasz auf einer beliebigen Geraden 
L von den Durchsehnittspuncten der Kegelschnitte mit den 
Geraden pa 2fi -f 3v liegen. Man nehme auf D einen beliebi- 
gen Punct a und bestimme dann a' der Art, dasz das Doppel- 
Terhältnisz (ßfaa') den gegebenen Wert habe. Durch a* ziehe 
man die Tangenten, an die Kegelschnitte, dann enthält L nach 
Lehrsatz Vll. {».-{-v ßerührungspuncte und die Geraden, die 
von diesen Puncten nach den Polen der ft -|- ^ entsprechenden 
Kegelschnitte gezogen sind, treffen D in ii-\-v Puncten a^. 
Nimmt man umgekehrt auf D beliebig den Punct di, so gehen 
durch ihn |ii-|-2i/ Gerade, deren jede den Pol der Geraden 
D in Bezug auf einen Kegelschnitt der Reihe mit einem Puncto 
a, der diesem und der Geraden L gemeinschaftlich ist, verbin« 
det (Lehrsatz XU.). Die ft-|-2^ Tangenten der tÜegelschnitte 
in den Puncten a treffen 27 in |li-|-2v Puncten a\ denen eben- 
soviele Puncte a entsprechen, bestimmt durch das gegebene 
Doppel verhältnisz. Es wird also (^ + v) + (jli + 2v) Puncte a 
geben, die mit einem der entsprechenden Puncte 4} zusammen- 
fallen, oder u. s. w\ 

Lehrsatz XX. tier Ott eihes solchen Punctes Xy daS% 
die Tangente^ die in ihm an einen Kegelschnitt der Reihe 
{fi, v), der durch x geht, gelegt ist, und die gerade Polare 
von X in Bezug auf eine Curve K der m-ten Ordnung-, 
welche einen r- fachen Punct o mit s in die Gerade R zu- 
sammenfallenden Tangenten hat, sich auf einer festen 
Geraden D schneiden, ist eine Curve der («if* + v)-/^n 
Ordnung mit nir—}) Zweigen, die durch o gehen ^nil mit 
n(s—^) mit R zusammenfallendeti Tangenten. Letztere 
Gerade hat in o mit dem Orte ^i.r Puncte gemein. 
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Wir muszen untersuchen, wieviele Puncto des Ortes auf 
einer Geraden L liegen. Miromt man beliebig in D den Punct 
a an> so gehen durch ihn nach Lehrsatz VII. fi-i-v Tangenten 
von Kegelschnitten der Reihe, deren ßerGhrungspuncte auf L 
liegen. Die gc^raden Polaren ^dieser Puncte in Bezug auf K 
treffen D in ft-f ^ Puncten a^ Umgekehrt gehen durch einen 
Punct af von D die geraden Polaren in Bezug auf K von m^l 
Puncten von L, den Durchschnittspuncten von L mit der ersten 
Polare von et*. Durch diese Puncte gehen n(m — J) Kegel- 
schnitte der Reihe, deren Tangenten auf /> ebensoviele Puncte 
a bestimmen. Z zählt daher für (i-t-v + fi(m — l)=zfAm'{-v 
Puncte des Ortes. I^>. 

Die Ordnung des Ortes lässt sich auch unmittelbar bestim- 
men, wenn man beachtet, dasz er fi-mal durch jeden Punct 
geht, in denen D die Curve K schneidet und auszerdem durch 
die Puncte, in denen D Kegelschnitte der Reihe berührt. 

Geht L durch den r-fachen Punct 0, so hat die erste Po- 
lare von a' in o einen (r — l)-fachen Punct, schneidet also L nur 
noch in andern m— r Puncten. Dadurch kommt also, dasz L 
auszer o nicht mehr als fi + v -ffi(i7} — r) Puncte des Ortes ent- 
hält, das heiszt, fi(r — 1) Zweige des Ortes gehen durch o. 

Die Tangenten der fi(r — 1} Zweige des Ortes in o sind 
offenbar die Tangenten an die ersten Polaren der fi Puncte, in 
denen D von den Tangenten an die fi Kegelschnitte der Reihe, 
die durch gehen, geschnitten wird. Daraus folgt, dasz, wenn 
K m s Zweige hat, die eine und dieselbe Gerade berühren, 
diese ^—1 Zweige jeder ersten ' Polare berühren musz, also 
fA(*— 1) Zweige des Ortes. 

Ist L in die gemeinschaftliche Tangente der s Zweige 
von K, so berührt sie s — 1 Zweige der ersten Polare von af, 
dieL in noch weiteren m—r — 1 Puncten schneidet. L enthält 
also noch ft^-v-f ft(f7i — r — I) Puncte des Ortes, das heiszt, o 
repräsentiert in diesem Falle fi.r Durchschnittspuncte von L 
mit demselben Orte. 

Aus diesem Satze kann man augenblicklich den Lehrsatz IV^ 
erschlieszen. 

U. s. w., u. s. w. 
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lo den meisten Theoremen, die Chasies gef^eben hat, be- 
merkt man folgende stets wiederkehrende Eigenschaft, dasz die 
Zahl der Kegelschnitte einer Reihe (fi, v), welche einer fdnften 
gegebenen Bedingung genügen, durch ein Binom von der Form 
afi + ßv ausgedruckt ist, worin er, ß von den Charakteristiken 
fi, V unabhängige Zahlen sind, deren eine auch Null sein kann. 
Die Zahl cifjL-{-ßv hat Chasles den Moäuius der vorliegenden 
Bedingung genannt. 

Der Lehrsatz IV. zeigt, dasz, wenn die (tinfte Bedingung 
darin besteht, dasz eine Curve ßAer Ordnung und a-ter Classe 
berührt werden sc M, der Modulus genau gleich a^-i-ßv ist. 

Folgendes ist die Methode, die Chasles angibt, um die 
Charakteristiken der Reihe zu berechnen, die durch die Kegel- 
schnitte gebildet wird, welche vier gegebenen Bedingungen ge- 
nügen sollen. Diese Bedingungen mögen durch die Symbole 
Biy B2, B^, B^ bezeichnet werden, und ihre Moduln seien 
«il^ + ftv, fx^t^ + ßzV, a^fi+ßsv, a4f4 + j34V. ' Di« Zahl der Ke- 
gelschnitte, die durch vier Pnncte gehen und der Bedingung 
Bi genügen, ist «i ^^ißi, was wir folgender maszen bezeichnen 
wollen : 

Um ebenso auszudrücken, dasz die Zahl der Kegelschnitte, 
die durch drei Puncte gehen, eine Gerade berühren und der 
Bedingung Bi genügen, gleich 2ai-f ^l^i ist, schreiben wir: 

Dem analog hat man: 

Z(2p,2ff,Bi) = 4ai+iß^, 

Z(lp,3^,i?,) = 4«..f2ft, 

Ziiff^Bi) =2«i+i5i. 
Das heiszt, die Kegelschnitte, die durch drei Pnncte gehen 



♦) Der Herr Verfaszer macht mich in der diese Note begleitenden Zu- 
schrift anf die für die deutsche TJebersetzang höchst zweckmäsadg gew&hlte 
Bezeichnimg: ;? = Pixnet, <;=: Gerade, jB 3= Bedingung, Z=Zahl aufmerk- 
sam. D» Uebers« 
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und der Bedingung £, genOgen, bilden eine Reihe, deren Cha- 
rakteristiken f( = a, -f 2/}] , V = 2«, -f 4ßi «ind, wm wir auf fol- 
gende Weise bezeichnen wollen: 

und dem analog: 

(2p, Iff, Ä,) = (2«i +4A, 4«, +4/Si) ; 

(Ip, 2e, Bi) = (4«, +4ft, 4«, + 2ft) ; 

(3!^,^,) = (4«i + 2/J„ 2«! + ft). 

Ist nun «sfi-f-jSsV der Modulns der Bedingung B^, so haben wir : 

Z&P, BiB^ = ea(«i +2A) + ^a(2«, +4/J,), 

«C4p. 1^. fii Ä.) = «a(2«, + 4/J, ) + |Ja(4«i + 4ft ) , 

Ä(1P, 2^. BM = «,(4«, + 4A ) + ^,(4a, +2ßi). 

Z(ßff, ÄiÄa) = «j(4«f, + 2ft) + /?,(2«, + ft) ; 

aus denen folgt: 

(2p. BiBt) 
= («1«« + 2(«,(Jj + ftoi) + 4ft|Sa, 2«,oa + 4(«,ß, + /J,«,) + 4/J,/S^, 

(Ij», 1^, JJ,Ä^ 
= (2«ittj + 4(«,/Ja + ft«a) + 4/?,/?,, 4oi«, + 4(«,/S,+/J,«^ +2/?,/»,), 

(2^, ÄiÄa) 
s (4«!«^ + 4(«,^ + ft«a) + 2A/Sa, 4«iaj + 2(«,/Ja + ft«j) + ft|J^. 

Nehmen wir jetzt noch die Bedingung Ba hinzu, so er- 
balten wir: 

Z(?p, BiB^B,) = «% { «»«2 + 2(«i/S, + ft «4) + 4A/J, i 

+ ft 1 2c, «a + 4(«, /?, + ft «i) + 4/J, /J, ) , 

^Op, Iff, BiB^B,) = «.l2«,«> + 4(«,/J,+ft«^+4A/Ja} 

+ A |4«,«i + 4(«,/^+ /5i«^+2ftft,}, 

Z(2g,BiBJ^) SS «<8{4«,«8+4(«,/Ja+ft«^+2A/Sa) 

+ A{4ai«, + 2(«,/J, + ft«,)+/J,/J,|; 
woraus man erhält: 



[III.] W0Ü$re Äu$fUkrungen, 291 

4- « • •U '^ © • 

« ^ 'öS ■*• «5 « mJ 



iT 



c s- 



.M 






•» ■s»^^*"'^© 



<^ o? : -c «? ^ « 



<* ••— \^1 _w« 



«.2 



C 1 












<*£«? ??^ ^<ö! fcö^ ö^ÄJOB 



«öl ^ 















0) M 















jf C* ß 3 - 11 II s^ © o- • 

-i* ^ So? a.Ä ß'o T.2 



2 ^ 



5C fl ^ ?S "^ Ä O 

e B oT % fenh^ 






292 Zusätze und [UE.] 

Wie eine Reihe von Kegelschnitten, die vier gemeinscbaft- 
liehen Bedingungen genügen, sich mittelst zweier unabhängiger 
Charakteristiken bestimmen läszt, so kann man ein System von 
Kegelschnitten , die nur drei gemeinschaftlichen Bedingungen 
Bii B2* B^ genügen^ mittelst dreier Zahlen k, (i, v definieren, 

deren Bedeutung durch 

• 

Zi2p, 35) = A, Z(lp, lg, 35) = (i, Zi2g, 35) = v 

gegeben sind, und man kann also die symbolische Gleichung 
aufstellen 

(35) = (X, fi, V). 

Aus der oben für die Zahl der Kegelschnitte, welche fünf 
Bedingungen geniigen, gefundenen Formel, leitet man die Werthe 
von l, fi, V als Functionen der CoefQcienten (cci,ßi)„ (ceg^,ß^» 
(«8» ßz)» der Moduli der drei Bedingungen 5i» B^, B^ ab, nämlich 

^ = 2il + 4» + 4€ + 2l!), 
V =4il + 4» + 2€ + D, 

worin der Kürze wegen 

gesetzt ist. 

Ist fTdas Symbol einer doppelten Bedingung und auszerdeni 
(2/?, »r)s(ar,y), (}p,lff,W) = (p,%), (2ff,W) = i%,u); 

und führt man in diese Reihen nach der oben auseinanderge- 
setzten Methode von Chasles nach und nach die Bedingun 
gen 5| , 52 y 5s ein, so findet man 

Z(35, W) = arÜ+y^ + Ätf+uD, 
Setzt man nun 

das hciszt: 
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« + 2^ + 4c = ar, 2a + 46 -f 4e = y , 
4a + 4*H-2c = », 4a +26 4- c =tt; 
60 hat man swiscben den GrSszeo x, y, s« u die Relation: 

(1) 2a?-3y + 3»-2M=:0 

und fär a, b, c die Werte: 

m I 4a = 2ii — », 4c = 2a? - y , 

l8* = 2{23r— »)^3(2ä -y) =: 2(2« -y)— 3(2ii— »). 

Für jeden Speciatfall ist es nicht schwer die Zahlen ;r> y» 
%y u zu bestirnraen« dann liefern aber die (2) die Gruszen a, b, 
c, und so geilangt man zu der Zahl der Kegelschnitte, welche 
drei einfachen und einer doppelten Bedingung geniigen, nämlich 

Z(3^, W) — aX + b(i'^ ev *). 

Beispiel I. Die doppelte Bedingung sei diß doppelte 
Berührung mit einer gegebenen üurre W der in-ten Ordnung und 
n-ten Classe, die d Doppelpuncte, % Spitzen, % Doppeltangen- 
ten und i Wendepuncte hat. Nach Nr. 103. ist die Zahl x der 
Kegelschnitte y die durch drei gegebene Puncte gehen und eine 
doppelte Berührung mit W haben, gleich der Zahl der Doppel- 
puncte einer Curve (2^7» -f n) - ter Ordnung, 2i9t-ter Classe ^ mit 
^-f|^(m--l) Doppeltangenten» folglich ist nach Nr. 100. Gleich. (7) 

ii? = 25 + 3i»(i» — 1) + ii(4i» + « - 9). 

Es ist ferner evident, dasz die ZabL der Kegelschnitte der 
Reihe (2|7, W)^ die aus einem Paar Puneten bestehen, gleich ist: 

207— y = 2»i(w — 1) 
also 

y = 2d + »i(«i— 1) + «(4»i + »—9). 

« 
Die Zahlen «, u sind die Correlate von y und x^ also gleich 

s = 2t -f n(n— 1) -f i»(4n -f 1» — 9), 
2ti s:? 2t 4- 3n(»^ 1) \^m(in + 1» - »). 



") M. s. d. Comptes rendus, 7. noyembre 1864, p. 776. 
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Der Relation (1) wird geniigt, und die Gleicbungeo C2) geben: 

4a = 2«(n--l), 4c = 2i»(i7i— 1), 

8^ = 8i»n— (f»* + n«)— 7(m + ») + 2(»+t), 

oder auch nach Nr. 99., Gleichung (1) und (2): 

8öz=zSmn-9(m + n)-9(K+i). 

Die Zahl der Kegelschnitte des Systems (k, fit, v) also, welche 
eine doppelte Beröbrung mit der Curve IT eingehen, ist: 

i«(»— l)iL + J[8i»ii— 9(1» + ») — 3(» +i)]f*+4»i(»i— l)v. 

Beispiel 2. Die doppelte Bedingung sei eine drelpunctige 
Berührung mit der Curve W. Die Zahl a; ist in diesem Falle 
nach Nr. 103. gleich der Zahl der Spitzen einer Curve der 
(2i7t-f n)*ten Ordnung, 2j»-ter Classe, mit k Wendepuncten ; folg- 
lich nach Nr. 100. Gleichung (5) gleich : 

07 = 3ft -h «• 

In der Reihe (2j9, W) können keine Kegelschnitte existieren, 
die aus zwei Puncten bestehen, folglich ist 

also 

y = 2(3ii + Ä), 

und hiervon die Correlate 

B = 2(3i»H-0> tf = 3m + ^ 

Der Gleichung (1) ist genfigt, da man nach Nr. 100. Gleichung 
(5) identisch 

Sn + x^Sm + i 

bat, und die Gleichungen (2) geben: 

ö = 0, ö=:i{Zm+i), c = 0. 

Folglich ist die Zahl der Kegelschnitte des Systems (X, f», v), 
die eine drelpunctige Berührung mit der Curve W eingeben, 
gleich 

4(3m + 0^ oder K3n -f x)(i. 
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Beispiel 3. Der doppelten Bedingang substituieren wir 
jetzt zwei einfache Berührungen mit zwei Curven V, Y* von den 
Ordnungen m, mS und den Classen n, n'. Dte Zahl x ist in 
diesem Falle nach Nr. 103. gleich der Zahl der Durehschnitts- 
puncte zweier Curven (2m-^n)-ter und (2in'-f ^t'Her Ordnung. 
Folglich ist 

X = imm' 4- 2(mnH^'n) 4- nn*. 

In der Reihe i^p, Y, P) ist die Zahl der Kegelschnitte, die 
aus einem Paar Puncte bestehen nach Nr. lllMf. 

und hieraus erhält man 

y = imtit +4(«wi' + m'n) + 2iiii', 
und als Correlate 

« = Ann* + A{mn* + n»iO + 2»im% 

ti = 4iiii' + 2(«7in' + iw»') + «II»'. 

Diesen Werten gemäsz^ die der Relation (1) genügen« ge- 
ben die Gleichungen (2) 

a^nn'y ^ = mii'+«i»', t^mm\ 

Folglich ist die Zahl der Kegelschnitte des Systems (A, fi, v), 
welche zwei Curven F> Y* berühren, gleich 

na^X-y- {mn* + iim')f* + mm'v. 

Mit der eben auseinandergesetzten Methode kann man auch 
die Charakteristiken l, f», v eines Systemes (ß, W) von Kegel- 
schnitten, die einer einfachen und einer doppelten Bedingniig 
unterworfen sind, bestimmen. Darauf kann man eine neue 
Doppel-Bedingung W* einführen und gelangt so zur Bestim- 
mung der Charakteristiken der Reihe (TF, W*) und zu der Za^l 
Z{Bi Wy W) der Kegelschnitte die einer einfachen Bedingung 
und zwei Doppel-Bedingungen Genüge leisten« 
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Die nachfolgendeB Druckfehler, die ich ztun groszen Teile der genauen 
Revision der Uebersetaung durch den Herrn Yerfaszer verdanke, namentlich 
da, wo eine vielleicht nicht ganz klare Stelle, in einer etwas veränderten 
Art zu übersetzen ist, bitte ich vor dem Gebrauche des Buches yerbeseem 
zu wollen. Manche der Yerbeszerungen sind jedoch, obwohl durch den 
Sinn selbst nicht gefordert, nur auf Wunsch des Herrn Yerfaszers aufgenom- 
men, einzelne, die zum Tdl die Feinheiten der Sprache betrafen, wie die 
Aenderung denn f&r das begründende nämlich, habe ' h ganz unterdrückt. 
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Seite 248 nach Kr. 148. ffige man noch hinzu: Ans dem Vorhergehen- 
den und Kr. 132 c. folgt, dasz drei heliebige yon den vier Tangenten, welche 
an eine Curve dritter Ordnung C^ yon einem ihrer Pnncte gezogen werden 
können, ^e geraden Polaren des BerflhrungspuncteB der vierten Tangente in 
Bezug auf die drei sycigetischen Curven sind, deren Curve von S»8t9 
die Cg -ist. 
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